Algoritmos de Aproximacao para Problemas de Clustering
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Introducao

Problemas de clustering tém por objetivo agrupar objetos de maneira que objetos no mesmo cluster apresentam mais semelhancas quando comparados a objetos em clusters diferentes.
Resumidamente, os problemas que estudamos buscam encontrar uma maneira menos custosa de posicionar instalacoes para melhor atender um conjunto de clientes. Os clientes estarao em um
mesmo cluster se a instalacao mais proxima a eles for a mesma. Neste trabalho estudamos varios algoritmos de aproximacao e resultados de inaproximabilidade para trés problemas de clustering
NP-dificeis: k-medianas, k-centros e localizacao de instalagoes. Esses problemas sao muito conhecidos e importantes nas areas de pesquisa operacional e otimizacao combinatoria.

k-Centros métrico Localizacao de instalacoes métrico
Dado um grafo completo GG, um inteiro k e uma métrica ¢ : V(G) x V(G) — R, encontrar Dado um grafo (D, F')-bipartido completo G, uma métrica ¢ : F' x D — R, e uma funcao f : F —
S C V(G) com |S| = k que minimize max ey (q) c(j, S) em que c(j, S) = mineg c;;. R, encontrar S C F' que minimize Ziegfi + ZjGD c(7,5) em que c(g,S) = min;eg ¢;;.
Aproximacao para o k-centros métrico Aproximacao para o localizacao de instalacoes métrico

O seguinte algoritmo guloso de Gonzalez [1] é uma 2-aproximacao para o k-centros métrico: escolha uma  Para o problema de localizagao de instalagoes métrico descreveremos uma 3-aproximacao primal-dual, de
cidade qualquer para construir a primeira instalacio e, iterativamente, escolha a cidade mais distante  Jain e Vazirani [3]. Segue a relaxagao do programa inteiro que modela esse problema e o seu dual, onde

das instalacoes ja escolhidas. x;; e y; indicam se o cliente j esta associado a instalacao ¢ e se a instalagao ¢ esta aberta.

Algorithm Guloso-Gonzélez(G, ¢, k) Min 2ierpfiyi + 2Zicrjep  Cij%ij Max 2.;epv;
1. Escolha arbitrariamente u € V(G). suj. & 2erxy > 1 VieD suj. a 2epwi; < fi Vi€ F (1)
2:S<—{u} yz-—xijZO Vie F,j€D vV — Wij <G Vie F,j5€D (2)
3: Enquanto |S| < k faca 2 > 0,y; >0 Vie F,jeD wi; > 0,0, >0 Vie F,jeD
4 v — arg max;ey ¢(J, S)
5 S+ SuU{v}

No dual, v; representa quanto o cliente j esta disposto a pagar para se conectar a alguma facilidade, e wj;
6: Devolva S ¢ quanto disso ele pagaria para se conectar a facilidade 1.

O algoritmo ¢é dividido em duas partes. Na primeira, produzimos uma solucao viavel (v,w) do dual
enquanto construimos um conjunto de instalagoes momentaneamente abertas. Na segunda, escolhemos
o algumas instalacoes desse conjunto para serem propriamente abertas.

o Algorithm PrimalDual-JV(G = (DU F, E), ¢, f)
Lv+0 w0 C+—D S+

o 2: Enquanto C # () faca

‘ J N(j) < {i € F:v; > ¢;} paratodo j € C

| 4 Aumente v; e w;; uniformemente para todo j € C'e i € N(j)
até que (1) ou (2) fique justo para algum i e para algum j
5: Se existe ¢ € S tal que Zjepwij = f;, entao
6: S+ S+ {Z}
7 C+—C—-{jeC:ieN(y)}

8: Se existe j € C tal que v; = ¢;; para algum 7 € S entao
0: C+ C — {]}

10. S« @

11: Enquanto S # () faca

Dado um grafo completo GG, um inteiro k e uma métrica ¢ : V(G) x V(G) — R., encontrar 12: Escolha i € S; " + 5"+ {i}
13; S < S —{h €S :existe j tal que w;; > 0 e wy; > 0}

=

k-Medianas métrico

S C V(G) com |S| = k que minimize Zjev(g) c(7,S) em que ¢(7,.5) = min;eg ¢;;.
14: Devolva S’

Aproximacao para o k-medianas métrico Considere uma instancia simples com duas instalagoes e seis clientes. Vamos simular a primeira fase do
algoritmo. No desenho, as arestas de um cliente j crescem ao longo que o valor de v; cresce e encosta em
uma instalacao ¢ quando v; chega no valor ¢;;.

Para esse problema descreveremos uma 5-aproximacao que usa busca local, de Arya et al. [2]. O algoritmo
comega com uma solucao viavel qualquer e vai trocando uma instalacao aberta por uma fechada caso a
troca melhore o custo, até nao haver troca que melhore a solucao.

o e
Algorithm Buscalocall AGKMMP(G = (V, E), ¢, k)
1: Seja S um conjunto arbitrario com k elementos de V. o ] ® L] ® o— ® —e
2. Enquanto existir u,v € F tal que u € S e custo(S — u + v) < custo(S) faca > / 5 7
3; S+ S—-—u+tv ® o ~—e
4. Devolva S

o — e e ¢
/<‘ % /\ W 5 7
Conclusoes
Varios algoritmos foram estudados para cada um dos trés problemas. De todos esses, escolhemos um
de cada problema para ser apresentado aqui. Além disso, também estudamos os melhores resultados de
inaproximabilidade para cada um desses problemas.

Além dos algoritmos apresentados, destaco também um algoritmo sofisticado para o problema das k-

medianas métrico, desenvolvido por Li e Svensson [4]. Esse algoritmo trouxe avango para um problema
Esse algoritmo pode ser parametrizado em um nmero p e, no lugar de trocar apenas um par de insta-  que estava ha mais de uma década sem novos resultados. Eles mostraram que, para construir uma (o + €)-

lagoes, podemos trocar um par de conjuntos de instalagoes com tamanho no maximo p. Essa parame- aproximacao para o problema das k-medianas métrico, é suficiente encontrar um algoritmo que devolve
trizacao resulta em uma (3 + ;)-aproxjmagéo para o problema das k-medianas métrico que por muito uma pseudo Solugéo, Ou seja, um conjunto com mais que k instalagées, com custo a vezes o Otimo. HEsse
tempo se manteve como o melhor algoritmo de aproximacao para esse problema. resultado ampliou as possibilidades de pesquisa, evidenciando que solugoes que nao se limitam exatamente

Referéncias a k instalacoes também podem trazer contribuigoes relevantes para o campo. Embora esse nao seja o estado

da arte para o problema das k-medianas métrico, os melhores resultados existentes hoje sao derivados direto
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