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1 Introducao

Problemas de otimizacao tém o objetivo de encontrar um ponto 6timo de uma fungao
definida sobre um certo dominio. Especificamente, os problemas de otimizagao combi-
natéria tém dominio finito. Muitos desses problemas sao NP-dificeis. Para problemas
NP-dificeis, nao existem algoritmos eficientes que encontrem uma solucao 6tima para
toda instancia de tais problemas a menos que P = NP.

Nesse contexto, algoritmos de aproximacao surgiram. A ideia é abrir mao de en-
contrar solugoes 6timas para encontrar, eficientemente, uma solugao cujo valor garante
uma relagao pré-estabelecida com o valor 6timo.

Clustering refere-se a uma classe de problemas de otimizacao cujo objetivo é agrupar
objetos de maneira que objetos no mesmo cluster apresentem mais semelhancas quando
comparados a objetos em clusters diferentes. Tais semelhancas serao definidas pelo
problema em questao. Neste projeto, iremos estudar, sob o ponto de vista de algoritmos
de aproximagao, trés problemas de clustering NP-dificeis: localizagao de instalacoes,
k-medianas e k-centros.

Localizacao de instalacoes é um problema que visa determinar a melhor localizacao
para instalacoes, como fabricas ou depdsitos, com base no custo de abertura das ins-
talacoes e custos de transporte. Além disso, pode ser modelado para outras aplicacoes
como problemas de posicionamento de caches em um computador ou problemas de pro-
jeto de redes. Existem varias versoes do problema de localizagao de instalagoes, a mais
simples delas ¢ a versao sem capacidades em que as instalagoes nao tém limitagoes para
suprir os clientes.

No problema de localizagao de instalagoes sem capacidades, temos um grafo (F, D)-
bipartido completo em que D é o conjunto de clientes a serem atendidos e F' o
conjunto de instalagoes que podem ser abertas. Para cada cliente j € D e cada
instalacao ¢ € F, hd um custo ¢;; para a aresta ¢j em associar o cliente j a ins-
talacao i. Além disso, existe um custo de abertura f; para cada instalacao i € F.
Seja F' C F, uma associacao referente a F’ é uma fungdo o : D — F’. Defini-
mos o custo para I’ e o como custo(F',0) = >, p fi + D jcpCoyy. Além disso,
definimos custo(F”) = min, custo(F’,o). Claramente, o ¢* que minimiza isso é
0*(j) = min;ep ¢;j, para todo j € D. Assim, o objetivo do nosso problema é encontrar
um subconjunto F’ C F' que minimize custo(F").

O problema das k-medianas é muito parecido com o problema de localizacao de
instalagoes. A diferenca aqui é que nao temos custo para a abertura de instalacoes,

mas podemos abrir no méaximo k delas. Assim como no localizacao de instalagoes, no



problema das k-medianas temos um grafo (F, D)-bipartido completo em que D é o
conjunto de clientes a serem atendidos e F' o conjunto de instalacoes que podem ser
abertas. Para cada cliente j € D e cada instalacao ¢ € F', hd um custo ¢;; para a aresta
17 em associar o cliente j a instalacao 7. Temos também um inteiro k£ que representa
a quantidade de instalacoes que podem ser abertas. Entao, queremos encontrar um
conjunto F' C F de tamanho k£ que minimize a soma das distancias entre cada cliente e a
instalagao aberta mais préxima a ele, ou seja, minimizar custo(F’) := > jep Milep Cij.

No problema dos k-centros nao existe diferenca entre instalacoes que podem ser
abertas e clientes. Temos cidades e escolheremos k delas para construir instalagoes.
Assim, temos um grafo G = (V, E') completo em que V sdo cidades e temos um custo
ce, para cada e € F, para associar as cidades que sao extremos de uma aresta e. Temos
também um inteiro k que representa a quantidade de cidades em que uma instalacao
serd aberta. Cada cidade serd associada a uma cidade com uma instalacao aberta com
menor custo de associagao entre elas. O objetivo do nosso problema é minimizar o maior
custo de associacao entre uma cidade qualquer e a cidade a qual ela esta associada, ou
seja, encontrar F' C V' com |F| < k que minimize maxjcy min;epr ¢;;.

Iremos nos restringir as versoes métricas de cada um desses problemas. Nesse caso,
as fungoes de custo representam distancias e satisfazem a desigualdade triangular. A
desigualdade triangular se comporta de maneira diferente entre os problemas devido as
diferentes definigoes das fungoes de custo. Para uma instancia (G, ¢) do problema dos
k-centros, dadas cidades i, j,k € V(G) vale que ¢;; < ¢ + ¢;. Para uma instancia
(F,D,c,.) do problema das k-medianas ou de localizacdo de instalagoes, para j,¢ € D
e t,h € F'vale que ¢;; < cip + Cpe + Che-

Diversos métodos podem ser utilizados para aproximar o problema de localizacao de
instalagoes métrico. Charikar e Guha desenvolveram um algoritmo com razao de apro-
ximagao 2.414 utilizando o método de busca local [4]. Esse problema também pode
ser modelado como um problema de programacao linear inteira e, por isso, técnicas
envolvendo programacao linear podem ser aplicadas a ele. Por exemplo, ha algoritmos
que fazem o arredondamento de solugoes da relaxacao do programa linear inteiro para
obter uma solucao aproximada do problema. Alguns destes algoritmos atingem boas
razoes de aproximagao, por exemplo, chegando a 1.677 [2]. Entretanto, a melhor apro-
ximacgao encontrada utiliza varios métodos, incluindo o conhecido método primal-dual,
e garante uma razao de aproximagao 1.488 [20]. Essa nao é muito distante do melhor
que se poderia encontrar, uma vez que Guha e Khuller mostraram que nao existe algo-
ritmo polinomial para esse problema com razao de aproximagao melhor que 1.463 [9],

a menos que P = NP.



Dentre os trés problemas apresentados, o problema das k-medianas métrico é o
que tem a maior folga entre o melhor resultado de inaproximabilidade e a razao do
melhor algoritmo de aproximagao conhecido. Jain, Mahdian e Saberi [15] provaram
que nao existe algoritmo polinomial com razao de aproximagcao 1 + % para o problema
das k-medianas, assumindo que P # NP, enquanto a melhor aproximacao encontrada
tem razao 2.675 + € [3].

Hsu e Nemhauser [13] mostraram que nao existe algoritmo polinomial com razao
de aproximacao menor que 2 para o problema dos k-centros métrico, assumindo que
P # NP. Neste caso, temos algoritmos de aproximacao que apresentam o melhor
desempenho possivel: utilizando o método do gargalo, Gonzalez [§] e independente-
mente Hochbaum e Shmoys [I1] desenvolveram um algoritmo polinomial com razao de
aproximacao igual a 2.

A Secao 2 trata do problema dos k-centros. Comecamos com uma prova de
que o problema é NP-dificil, assim como uma prova de que nao existe algoritmo de
aproximacao para a versao que nao assume funcao de custo métrica, a menos que
P = NP. Além disso, também esta descrito o melhor resultado de inaproximabilidade,
desenvolvido por Hsu e Nemhauser [I3], que demonstra a impossibilidade de obter
uma (2 — €)-aproximagao para esse problema, a menos que P = NP. Nela também
encontram-se duas 2-aproximagoes para esse problema: um algoritmo guloso desenvol-
vido por Gonzalez [8] e um algoritmo desenvolvido por Hochbaum e Shmoys que utiliza
o método do gargalo [12].

Na Segao 3 estao presentes algoritmos de aproximacao com diversas abordagens para
o problema de localizacao de instalacoes, varias dessas estao ligadas a programacao li-
near. Primeiramente, falamos um pouco sobre o problema e mostramos que ele é
NP-dificil. Logo apds, é descrita uma 3-aproximacao que utiliza o método primal-dual
desenvolvida por Jain e Vazirani [16]. Posteriormente, sdo apresentados dois algorit-
mos que fazem arredondamentos de uma solucao relaxada de um programa inteiro que
modela o problema: uma 4-aproximacao que faz arredondamento deterministico e uma
3-aproximagcao que faz arredondamento probabilistico, ambas desenvolvidas por Chu-
dak e Shmoys [5]. Além dessas, é apresentado um algoritmo guloso que é equivalente a
uma 2-aproximacao que utiliza o método dual fitting desenvolvida por Jain, Mahdian,
Markakis, Saberi e Vazirani [I4], bem como uma (1 + v/2 + €)-aproximacio baseada
em técnicas de busca local desenvolvida por Gupta e Tangwongsan [10]. E destacado o
resultado de Guha e Khuller [9], que demonstra a inexisténcia de uma 1.46-aproximagao
para esse problema, a menos que P = NP.

Na Secao 4 destacamos o problema das k-medianas. Assim como no problema de



localizacao de instalagoes, comecamos a secao falando um pouco sobre o problema e
mostrando que ele é NP-dificil. Apos isso, descrevemos dois algoritmos que utilizam o
método de busca local. Nos algoritmos de busca local para o problema das k-medianas
comecamos com uma solucgao viavel e realizamos operacoes que trocam instalacoes aber-
tas por instalacoes fechadas. No primeiro deles, sao permitidas apenas trocas unitarias,
ou seja, uma instalacao aberta é fechada e uma instalacao fechada é aberta, e com
isso é possivel atingir uma 5-aproximacao. O segundo algoritmo é uma generalizagao
do primeiro e é parametrizado por um ntumero p. Sao permitidas trocas de até p ins-
talagoes simultanecamente. Esse algoritmo ¢ uma (3 + %)—aproxima(;éo. Aumentando
o valor de p, é possivel fazer o termo 1% ser tao pequeno quanto quisermos e, com
isso, conseguimos uma (3 + €)-aproximagao, mas isso reflete no tempo de execugao
do algoritmo. Ambos os algoritmos foram desenvolvidos por Arya, Garg, Khandekar,
Meyerson, Munagala e Pandit [I]. Posteriormente, falamos sobre um algoritmo primal-
dual que utiliza a técnica de relaxacao Lagrangeana. Esta é uma técnica sofisticada que
permite substituir restricoes por uma penalidade na fungao objetivo para solucoes que
nao respeitam tais restricoes. Além disso, esse algoritmo utiliza um arredondamento
probabilistico para transformar a solucao relaxada numa solucao do problema origi-
nal e mostramos a desaleatorizacao desse algoritmo. Esse algoritmo foi desenvolvido
por Jain e Vazirani [16] e é uma 4-aproximagcao para o problema das k-medianas. Na
Secao 5, apresentamos o algoritmo descrito no artigo “Approximating k-Median via
Pseudo-Approximation” de Li e Svensson [21]. Esse algoritmo foi fundamental para
a descoberta dos algoritmos de aproximacao mais recentes encontrados, uma vez que
ele conseguiu nao se limitar ao gap de integralidade, permitindo encontrar resultados
melhores para um problema que estava hd uma década sem novas descobertas. Em
resumo, eles provisoriamente permitem abrir mais do que k instalagoes e transformam
isso em uma solugao viavel sem perder muito no valor da solugao. Esse algoritmo é
uma (1 + V3 + €)-aproximagao. E destacado o resultado de J ain, Mahdian, Markakis,
Saberi e Vazirani [14], que demonstra a inexisténcia de uma 1.736-aproximagao para
esse problema, a menos que P = NP.

Com excecao do algoritmo de busca local que troca varias instalagoes simultane-
amente e o algoritmo que utiliza pseudo-aproximagao, ambos para o problema das
k-medianas, todos os outros algoritmos foram estudados pelos livros “Approximation
Algorithms” de Vijay Vazirani (V2001) [22] e “The Design of Approximation Algo-
rithms” de David Williamson e David Shmoys (WS2011) [23].



2 k-Centros

No problema dos k-centros, dado um grafo G = (V, E) completo com funcao de pesos
¢ nas arestas e um inteiro k, queremos encontrar um conjunto S C V' com tamanho no
maximo k£ que minimize a maior distancia entre um vértice qualquer e esse conjunto,
ou seja, que minimize raio(S) = max,cy\s ¢(u,S), em que c(u, S) = minyeg Cyo-

Seja I = (G = (V,E),c, k) uma instancia do problema dos k-centros e S C V
com |S| < k uma solugao vidvel para I. Vamos definir alguns termos que facilitarao
as explicacoes seguintes. Os vértices de S serao chamados de centros de cluster. Os
vértices de V' serao particionados em k conjuntos chamados clusters e cada um deles
tera exatamente um centro de cluster. Um vértice estard no mesmo cluster que um
centro de cluster mais préximo a ele. Cada cluster terd um raio que é o maior custo,
de acordo com ¢, entre o seu centro e um vértice qualquer dele. Denotamos por raio(.S)
o maior raio de um cluster induzido por S. Assim, o problema dos k-centros consiste
em encontrar um conjunto S de k centros tal que raio(.S) é minimo.

Antes de falarmos sobre algoritmos de aproximacao para o problema dos k-centros,
vamos mostrar que o problema é NP-dificil. Esse resultado é encontrado a partir de
uma pequena alteracao na prova do Teorema 5.7 do livro V2001. Para isso, vamos

definir o problema do k-conjunto dominante.

Definigao 2.1. Seja G = (V, E) um grafo. Um conjunto D C 'V ¢ dominante se, para

todo vértice w € V' \ D, existe um vértice v € D tal que uv € E.

Problema 2.2 (k-conjunto dominante). Dado um grafo G e um inteiro k, decidir se

G tem um conjunto dominante D tal que |D| < k.

Esse problema é NP-completo, sendo o problema GT2 do famoso livro de Garey
e Johnson [7]. Usaremos este problema para mostrar que o problema dos k-centros é
NP-dificil.

Teorema 2.3. O problema dos k-centros para instancias métricas ¢ NP-dificil.

Demonstra¢ao. Vamos provar o teorema fazendo uma redugdao do problema do k-
conjunto dominante para o problema dos k-centros métrico. Seja I = (G, k) uma
instancia do problema do k-conjunto dominante com grafo G = (V, E). Vamos criar

uma instancia I’ = (G’, ¢, k) do problema dos k-centros a partir da instancia I. A



instancia I’ tem como grafo o grafo completo G’ = (V, E’) e, para todo e € F,

1, seec E
Ce =
2, caso contrario.

Note que c satisfaz a desigualdade triangular e pode ser obtida de I em tempo polino-
mial. Precisamos mostrar que a resposta para I é sim se e somente se opt(I’) = 1.
Primeiramente, vamos mostrar que se a resposta para I é sim, entao opt(I’) = 1. Se
a resposta para [ é sim, entao G' contém um k-conjunto dominante. Vamos chamar tal
conjunto de D. E evidente que raio(D) = 1, uma vez que para todo u € V' \ D existe

v € D tal que uv € E e, portanto, ¢,, = 1. Desse modo,

raio(D) = max c(u, D) = max 1=1.
Como toda aresta de £’ tem custo pelo menos 1, entao opt(I’) = 1.

Agora, vamos mostrar que se opt(I’) = 1, entao a resposta para I é sim. Seja S CV
com |S| < k tal que raio(S) = 1. Como raio(S) = 1, entao para todo u ¢ S existe v € S
tal que ¢, = 1 e, portanto, uv € E. Desse modo, é evidente que S é um k-conjunto
dominante de G. Assim, a resposta para [ é sim.

Portanto, conseguimos resolver em tempo polinomial o problema do k-conjunto

dominante, o que implicaria que P = NP. O

O resultado acima pode ser adaptado para dar um resultado mais forte de inapro-

ximabilidade para a versao geral do problema dos k-centros, nao restrita a métricas.

Teorema 2.4. Seja a(n) uma fun¢ao computdvel em tempo polinomial em n com
a(n) > 1 para todo n. Nao existe a(n)-aproximag¢ao para a versao geral do problema dos

k-centros, onde n € o numero de vértices do grafo da instancia, a menos que P = NP.

Demonstragao. Suponha que exista um algoritmo polinomial A que é uma «a(n)-
aproximacao para o problema dos k-centros e seja I = (G, k) uma instancia do problema
do k-conjunto dominante em que G = (V, E) é um grafo com n vértices. Vamos criar
uma instancia I’ = (G’,¢, k) do problema dos k-centros a partir da instancia [. A

instancia I’ tem como grafo o grafo completo G' = (V, E’) e, para cada e € F',

1, seec E
Co =
a(n) + 1, caso contrario.



Como a(n) é uma fun¢do computavel em tempo polinomial em n, essa instancia pode
ser construida a partir de / em tempo polinomial. Se «(n) = 1, entdo ¢ obedece a
desigualdade triangular e A é um algoritmo polinomial e exato, o que, pelo Teorema[2.3]
¢ absurdo. Entao, suponha «a(n) > 1.

O algoritmo A aplicado a instancia I’ encontra uma solugao S de tamanho k. Como
¢e = 1ouc. = a(n)+ 1 para todo e € E', entao raio(S) = 1 ou raio(S) = a(n) + 1.
Se raio(S) = 1 entao todos os vértices estao ligados ao centro do seu cluster por uma
aresta de GG, logo S é um conjunto dominante em G. Se raio(S) = a(n) + 1, entao
opt(l') > % > 1. Assim, nao existe solugao S’ de I’ tal que raio(S’) = 1 e nao
existe k-conjunto dominante em G.

Portanto, conseguimos resolver o problema do k-conjunto dominante em tempo

polinomial o que, assumindo que P # NP, é um absurdo. O

Fica, entao, explicita a impossibilidade de encontrarmos algoritmos de aproximacao
para a versao geral do problema dos k-centros, a menos que P = NP.

Agora que justificamos o estudo de algoritmos de aproximacao para a versao métrica
desse problema vamos mostrar um limitante inferior para a razao de aproximacao desses
algoritmos. Esse teorema é de autoria do Hsu e Nemhauser [13] e é o Teorema 5.7 do
livro V2001.

Teorema 2.5. Seja € € (0,1]. Nao eziste (2 — e)-aprozimagdo para a versao métrica

do problema dos k-centros, a menos que P = NP.

A prova do Teorema [2.4] essencialmente serve também para esse teorema. A tnica
diferenga é que aqui assumimos a existéncia de uma (2—e)-aproximacao para o problema
dos k-centros e utilizamos custo 2 para as arestas que nao estao no grafo da instancia
do problema do k-conjunto dominante. Assim, chegamos no mesmo absurdo.

Vimos entao que nao existe aproximacgao para o caso geral do problema dos k-centros
e que a melhor razao de aproximagao possivel para o k-centros métrico é 2, a menos
que P = NP. Assim, comecaremos com um algoritmo simples para o problema dos

k-centros métrico, mas que garante a melhor razao de aproximacao.

2.1 Algoritmo guloso

Nessa se¢ao vamos falar sobre o algoritmo guloso para o problema dos k-centros. Esse al-

goritmo foi desenvolvido pelo Gonzdlez [§] e foi estudado na Secao 2.2 do livro WS2011.
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A ideia desse algoritmo guloso se concentrarda em, a cada iteracao, escolher o vértice
mais distante do conjunto de centros de clusters escolhidos até aquele momento para en-
trar no conjunto. Comegaremos com um vértice arbitrario e iremos continuar inserindo

novos centros de clusters até que tenhamos k deles.

Algoritmo 1 GULOSO-GONZALEZ(G, ¢, k)
: Escolha arbitrariamente u € V(G).

: S+ {u}

: Enquanto |S| < k faca

v 4 argmaxjecy () c(j, )

S+ Su{v}

: Devolva S.

Teorema 2.6. O algoritmo GULOSO-GONZALEZ(G, ¢, k) € uma 2-aprozimagdo do pro-
blema dos k-centros métrico.

Demonstracao. E evidente que o algoritmo roda em tempo polinomial.

Seja S* uma resposta étima de I = (G, ¢, k) e S o conjunto devolvido pelo algoritmo
GULOSO-GONZALEZ para a instancia I. Vamos mostrar que raio(S) < 2raio(S*). Seja
v E S*ewup,up € V\ S dois vértices tais que v = arg min;eg ¢, = arg mingeg Ciy,, OU

seja, dois vértices no mesmo cluster que v. Vale que
Curuy < Cuyo + Coup, = (ug, S) + c(ug, S) < 2raio(S™),

em que a primeira desigualdade vale pela desigualdade triangular e a tltima desigual-
dade vale pela definigao de raio(S*). Assim, a distancia entre quaisquer dois vértices
de um mesmo cluster é no maximo duas vezes o raio daquele cluster que por sua vez
¢ no maximo raio(S*). Assim, se ha exatamente um vértice de S em cada cluster de
S*, entao todos os vértices estao ligados com uma aresta de custo no maximo 2 opt(/)
a um vértice de S. Entao raio(S) < 2opt(/). Sendo, seja S;_1 = {ug, u1,...,uj—1} 0
conjunto S ao final da iteragao ¢ — 1 do laco Enquanto da linha 3 e suponha que cada
u; estd em um cluster diferente de S* para j =1,...,7 — 1. Seja u; o vértice escolhido
na iteracao ¢ e suponha que ele estd no mesmo cluster em S* que um vértice u; para
algum j < 4. Note que raio(Si_1) = c(u;, Si—1) < €y, €M que a primeira igualdade
vale pela escolha feita na linha 4 e a segunda igualdade vale pela definigao de c(u;, S;—1).
Como u; e u; estao no mesmo cluster em S*, vale que c¢,,,,; < 2raio(S*). Desse modo,
concluimos que raio(S) < raio(S;—1) < 2o0pt(!).

O
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Vamos mostrar que essa andlise é justa, ou seja, existe uma instancia I = (G, ¢, k)
em que o algoritmo devolve uma solugao S tal que raio(S) = 2opt (/).
Seja G um grafo com pelo menos k42 vértices em que as arestas tém custo 1 ou 2. O

grafo induzido pelas arestas de custo 1 é uma estrela, como mostrado na figura abaixo.

O

O

Claramente, o raio de uma resposta 6tima dessa instancia é 1 e inclui o vértice do
centro da estrela como um dos centros de cluster. Note que se, no algoritmo guloso, o
vértice escolhido arbitrariamente for algum dos vértices da ponta dessa estrela o vértice
do centro nunca serd escolhido, uma vez que ele nunca maximizara a fungao c(j, S) na
linha 4 do algoritmo. Assim, serao escolhidos apenas vértices da ponta da estrela e
como temos pelo menos k + 1 delas, sempre existira um vértice ligado ao centro do seu

cluster com uma aresta de custo 2.

2.2 Meétodo do gargalo

Nessa secao vamos apresentar o algoritmo que utiliza o método do gargalo para o
problema dos k-centros métrico. Esse algoritmo foi desenvolvido por Hochbaum e Sh-
moys [12] e foi estudado no capitulo 5 do livro V2001.

Problemas de gargalo sao problemas definidos em grafos com pesos nas arestas tais
que a funcao objetivo é o peso de uma aresta. Note que esse é o caso do problema dos
k-centros.

Algumas defini¢oes serao necessarias antes de mostrarmos o algoritmo.

Defini¢ao 2.7. Seja G = (V, E) um grafo. Um conjunto S C V € um conjunto

independente se nao existe uv € E tal que u,v € S.

Seja I = (G, ¢, k) uma instancia do problema dos k-centros. Podemos supor
que as arestas do grafo estao ordenadas de modo nao decrescente pelo seu custo,

ou seja, E = {ej,es,..., ¢} com ¢, < ¢, para todo i = 1,...,|E] — 1. Seja
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E; = {e1,eq,...,¢;} e G; = (V,E;). Seja também i* o menor i tal que G; tem um
k-conjunto dominante. Como G é completo, i* existe. Claramente c... = opt(I), porém
nao conseguimos encontrar ¢* eficientemente, uma vez que nao é possivel saber se um
grafo tem um k-conjunto dominante em tempo polinomial, a menos que P = NP.

Vamos usar um conjunto independente maximal para aproximar uma resposta.

Lema 2.8. Seja G = (V, E) um grafo. Um conjunto independente mazimal em G €

também um conjunto dominante.

Demonstragao. Seja G = (V, E) um grafo e S um conjunto independente maximal em
G. Suponha, por absurdo, que S nao é um conjunto dominante. Entao, existe vértice
u € V'\ S que nao é vizinho de nenhum dos vértices de S. Portanto, SU{u} é também

um conjunto independente e S C {S U {u}}, uma contradigao, pois S é maximal. [

Entao, se encontrarmos um conjunto independente maximal de tamanho k£ em G
teremos um conjunto dominante de mesmo tamanho. No entanto, nao conseguimos
garantir que iremos encontrar esse conjunto em G e, por isso, vamos definir e usar o
chamado quadrado de G.

Definigao 2.9. Seja G = (V, E) um grafo. Denotamos por G* = (V, E?) o quadrado

de G em que E?* = EU{uv : u e v tém vizinhos em comum em G}.
Dada a definicdo vamos enunciar e provar um lema que nos ajudara no algoritmo.

Lema 2.10. Seja G um grafo e k um inteiro positivo. Se G contém um k-conjunto

dominante entdo todo conjunto independente em G* tem tamanho no mdximo k.

Demonstragdo. Seja S C V(G) um conjunto independente em G* e D C V(G) um
k-conjunto dominante em G. Vamos mostrar que |S| < |D|. Seja u € D e seja
N(u) ={v € V(G) : wv € E(G)} o conjunto dos vizinhos de u em G. Note que u e
N (u) formam uma estrela em G?, uma vez que todos os vértices em N(u) tém u como
vizinho em comum. Desse modo, para cada v € D no méximo um vértice de u U N (u)
pode estar em S. Como D é um conjunto dominante, todos os vértices de G estao em
D ou na vizinhanga de algum vértice de D. Assim, |S| < |D| < k.

[

Agora, temos todas as definigoes e lemas que serao necessarios para o algoritmo.
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Algoritmo 2 GARGALO-HS(G, ¢, k)
140

: My + V(G)

: Enquanto |M;| > k faca
i1+ 1

PATEE S S

Seja M; um conjunto independente maximal em G?

: Devolva M;

=2

Teorema 2.11. O algoritmo GARGALO-HS ¢ uma 2-aproximacao do problema dos

k-centros métrico.

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que o algoritmo é polinomial.

Como G+ tem um k-conjunto dominante, entao o lago vai iterar no maximo i* < |E|
vezes, pois pelo Lema qualquer conjunto independente encontrado em G% tera
tamanho no maximo k. Também é facil mostrar que é possivel encontrar um conjunto
independente maximal em tempo polinomial. Um algoritmo simples comega com um
conjunto A = {u} sendo u um vértice arbitrario e, a cada iteracao, coloca em A um
vértice que nao é adjacente a nenhum vértice de A até nao ser mais possivel. Além
disso, também conseguimos construir o grafo G? em tempo polinomial. Comegaremos
E? como uma cépia de E; e, para cada tripla de vértice (u,v,w) caso ja nao exista uma
aresta uw € E;, vamos inseri-la em E? se v for um vizinho comum de u e w em E;.
Como temos no maximo |V|? triplas de vértices e todas as operagoes que serao feitas
tomam tempo polinomial, entdo podemos construir G em tempo polinomial.

Agora, vamos mostrar que o algoritmo é uma 2-aproximagcao.

Para um grafo H com peso nas arestas, definimos max(H) como o maior peso de
uma aresta. Seja i’ o valor de i ao final do algoritmo e M; a solugao devolvida por
ele. Como M; é um conjunto independente maximal de tamanho no maximo k, entao
pelo Lema ele ¢ um k-conjunto dominante. Como o grafo induzido Gy[M;] é um
subgrafo de G2 entdao max(Gy[My]) < max(G%). Pela desigualdade triangular, é fcil

notar que max(G%) < 2 max(Gy). Assim,

max (Gy [My]) < max(G2) < 2max(Gy) < 2max(Gy) = 20pt(1).
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3 Localizacao de instalacoes

Nessa secao falaremos sobre a versao métrica do problema de localizacao de ins-
talagoes. O problema de localizacao de instalacoes métrico consiste em, dado um con-
junto de instalacoes F, um conjunto de clientes D, uma métrica ¢ : FF x D — R
e uma funcao de custo de abertura f : FF — R, encontrar S C F que minimize
custo(S) =g fi + D cp Minies cij.

Antes de falarmos sobre algoritmos de aproximacao para o problema da localizacao
de instalagoes métrico, vamos mostrar que, assumindo P # NP, nao existe algoritmo
polinomial que resolva nosso problema, ou seja, vamos mostrar que nosso problema é

NP-dificil. Para isso, vamos definir o problema da cobertura por vértices.

Problema 3.1. (Cobertura por vértices) Dado um grafo G e um inteiro k, decidir se

G tem uma cobertura por vértices de tamanho k.

Esse problema é NP-completo, sendo um dos famosos 21 problemas do Karp [17].

Disso deriva-se o seguinte.
Teorema 3.2. O problema de localizacao de instalagoes métrico é NP-dificil.

Demonstracao. Seja I = (G, k) uma instancia do problema da cobertura por vértices.
Tome F := V(G) e D := E(G). Considere também f; == 1 para todoi € V ec¢;; =1
se i € V(G) é extremo de j € E(G) e ¢;; = 3 caso contrario. Note que ¢ é uma
métrica. Assim, construimos uma instancia I’ = (F, D, ¢, f) do problema de localizagao
de instalagoes métrico a partir de uma instancia do problema da cobertura por vértices.
Precisamos mostrar que a resposta para I é sim se e somente se opt(I’) < |D| + k.
Vamos mostrar que se a resposta para I é sim, entao opt(I’) < |D| + k. Como a
resposta para I é sim, entdo existe uma cobertura por vértices S tal que |S| < k. E
facil notar que a solugao de I’ em que abrimos as instalagoes referentes a S tem custo
no maximo |D| + k, uma vez que para cada cliente j existe i € S tal que i é extremo
de j e, consequentemente, c;; = 1 e o custo de abertura das instalagoes ¢ no méximo k
uma vez que cada instalagdo tem custo de abertura 1. Portanto, opt(I") < |D| + |k|.
Agora vamos mostrar que se opt(I’) < |D| + k, entdo a resposta para I é sim. Seja
X a resposta 6tima da instancia I’. Note que nao existe j € D tal que ¢(j, X) = 3.
Caso contrario, conseguimos diminuir o custo de X abrindo algum ¢ € F, tal que
cij = 1. E evidente que 7 existe, uma vez que para todo j € D existem exatamente
duas instalacoes que satisfazem c;; = 1, que sao os extremos da aresta j. Como, para

todo j € D, ¢(j,X) = 1, e, como X é 6timo, entdo X é uma cobertura de vértices
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minima de G. Assim, opt(I’) — |D| < k é o tamanho de uma cobertura minima de
vértices de G.
[

3.1 Algoritmos baseados em programacao linear

Nessa secao vamos mostrar algoritmos para o problema de localizacao de instalagoes
que utilizam métodos baseados em programacao linear.

Vamos modelar o problema de localizagao de instalagoes como um programa linear
inteiro. Vamos relaxar esse programa e encontrar o seu dual.

Para uma instancia (F, D, ¢, f) do problema de localizagao de instalagoes, o pro-
grama inteiro tera dois tipos de variaveis. Uma variavel y; para cada ¢ € F' que tera
valor 1 se a instalagao ¢ foi aberta e 0, caso contrario, e uma variavel xz;;, para cada
1 € Feje D, que tera valor 1 se o cliente j estiver associado a instalacao ¢ e 0, caso
contrario.

Assim, uma instancia (F, D, ¢, ) do problema de localizagao de instalagdes pode ser

modelada como o seguinte programa linear inteiro:

Minimizar Zfiyi+ Z CijLij

icF i€F,jeD

sujeito a inj >1, VjeD (1)
icF
zi; < i, Vie F,jeD (2)
r;; €{0,1}, VieF,jeD (3)
v €{0,1}, VieF. (4)

A restricao garante que todo cliente esteja associado a alguma instalagao, a res-
trigao garante que todo cliente esteja associado apenas a instalagoes abertas.

Para a relaxacao desse programa permitiremos que as variaveis em x e em y adotem
quaisquer valores nao negativos. Portanto, a relaxacao do programa inteiro do problema

de localizacao de instalacoes resulta no seguinte programa.
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Minimizar Zfiyi+ Z CijTij (PL)

ieF i€FjeD
sujeito a szj >1, VjeD (P2)
i€F
yi — 5 > 0, Vie F,jeD (P3)
xi; >0, Vie F,j€D (P4)
yi > 0, Vi€ F. (P5)

O dual do programa linear acima consiste no seguinte programa.

Maximizar Zvj (PD)
jeD

sujeito a Y wi; < fi, Vie F (D2)
jeD

Uj—wijgcij, \V/iEF,jED (D?))

w;; > 0, Vie F,jeD (D4)

v; > 0, VjeD. (D5)

Sabemos que cada variavel de um destes programas esta associada a uma restricao
do outro programa. Especificamente, a varidvel z;; estd associada a desigualdade ,
a variavel y; esta associado a desigualdade , a varidvel w;; estd associada a desi-
gualdade e a varidvel v; estd associado a desigualdade .

Note que toda solucao viavel do programa linear inteiro é solugao viavel do programa
linear relaxado. Desse modo, a resposta 6tima do programa linear relaxado tem valor
objetivo no méaximo o valor objetivo da resposta 6tima do programa linear inteiro.

Vamos aqui interpretar o programa dual. Chamaremos as variaveis v de orcamento e
as variaveis w de contribuicao. Dizemos que um cliente j contribui para uma instalacao
i se w;; > 0. Uma instalacao recebe contribuigoes dos clientes para pagar pela sua
abertura. Uma vez que as contribuicoes sao suficientes para a sua abertura, a instalagao
nao precisa receber mais contribuigoes. Isso estd explicito na restricao .

O orgamento de um cliente é no maximo o custo de sua associacao a uma instalacao
e sua contribuicao para a abertura dela. Isso estd explicito na restricao .

Para entender como as variaveis primais e duais se relacionam, vamos analisar as

condicoes de folgas complementares. Vamos supor a existéncia de uma solugao 6tima
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inteira (z*,y*) para o primal e seja (v*,w*) uma solu¢ao étima para o dual. Em uma
solucao inteira do primal, as varidveis x e y satisfazem as restrigoes do programa inteiro.
Como ambas sao solugoes 6timas, valem as folgas complementares. A partir dos pa-
res variavel-restricao correspondentes ja vistos, as condicoes de folgas complementares

estabelecem que

(i) paratodoi € Feje€ D, sex}; >0 entao vi —w};, =

J J ij = Cig>

(ii) para todo i € F, se y; > 0 entdo >, pwy; = fi;
(iii) para todoi € F e j € D, se w;; > 0 entdo y; = x;j;
(iv) para todo j € D se vj >0 entdo ), pxj; = 1.

Pela condigao , se um cliente j estd associado a uma instalagao ¢ entao o orcamento
do cliente j é exatamente o custo dele se associar a ¢ mais a sua contribuicao para a
abertura de i. Entao podemos interpretar v; como o valor que o cliente paga para a
instalagao a qual ele estara associado. Pela condicao , cada instalagao aberta precisa
ter contribuigoes suficientes para pagar pela sua abertura. Pela condigao ({iii]), temos
que um cliente que contribui para uma instalacao aberta esta associado a ela. Juntando
as condicoes e (i), temos que as contribui¢oes recebidas pelas instalagoes abertas
sao vindas apenas de clientes associados a elas e sao suficientes para pagar pela sua
abertura. Pela condic@o ((iv]), um cliente que tem or¢amento nao nulo esta associado a

exatamente uma instalacao.

3.1.1 Meétodo primal-dual

Nessa secao vamos apresentar o algoritmo primal-dual para o problema de localizacao
de instalacoes métrico. Esse algoritmo foi estudado na Se¢ao 7.6 do livro WS2011 e foi

desenvolvido pelo Jain e pelo Vazirani [16]. Vamos utilizar os programas lineares (PL|)

¢ (PD).
Chamamos uma solugao (v, w) para (PD|) de mazimal se nao existe solu¢ao vidvel

(v, w’) tal que:
(i) v; < para todo cliente j;
(ii) wi; < wj; para todo cliente j e instalacdo ;

(iii) v; < v} para algum cliente j;
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ou seja, nao conseguimos encontrar uma solucao viavel com valor objetivo maior apenas
aumentando os valores das variaveis.

Vamos utilizar a seguinte definicao ao longo da explicagao do método.

Definicao 3.3. Seja (v,w) wuma solu¢io wvidvel de (PD). Denotamos por
N(j) ={i € F :v; > ¢;} a vizinhanca de um cliente j e N(i) :={j € D :v; > ¢;;} a

vizinhanga de uma instalagao i.

Teorema 3.4. Seja  (v,w) wma  solu¢io  maximal de  (PD) e
T={ieF:3 .pwy=fi} o conjunto de instalagoes que receberam contrui-
buicoes suficientes para serem abertas. Entao, todo cliente estd na vizinhanga de uma

istalacao em T'.

Demonstra¢ao. Vamos provar por absurdo. Seja (v, w) uma solugdo maximal e suponha
a existéncia de um cliente 5 que nao esta na vizinhanca de nenhuma instalacao em 7.
Como (v,w) é maximal entdo existe i € F tal que a desigualdade ¢ justa para
i e j, caso contrario conseguirfamos aumentar v;. Como j nao tem vizinho em 7', é
evidente que ¢ ¢ T', uma vez que, para ¢ € T, vale que v; < ¢;; < ¢;; + w;;. Portanto,
vale que v; = ¢;; + w;; para algum ¢ € F'\T. Como i ¢ T, entao ZjeD wi; < fi.
Assim, conseguimos aumentar o valor de w;; sem violar e, apds isso, aumentar v,

no mesmo valor sem violar (D3)). O

Como cada cliente estd na vizinhanga de uma instalacao que pertence a T', abrir
todas as instalacoes em T seria suficiente, mas um cliente poderia contribuir para mais
que uma instalacao de T'. Assim, possivelmente estariamos contando o or¢camento de
um cliente na contribuicao para a abertura de mais de uma instalacao, o que interferiria
na comparacao do custo da solugao com o valor objetivo de e, consequentemente,
com o valor da solucao 6tima. Para evitar este problema, podemos escolher um conjunto
T C T tal que cada cliente contribua para no maximo uma instalacdo de 7" e vamos
garantir que um cliente que nao esteja na vizinhanca de nenhuma instalacao de T" esteja
proximo a alguma delas.

Nosso algoritmo contard com as seguintes invariantes.
e (v,w) ¢ uma solugao viavel de (PDJ);

e 7' é um conjunto de instalagoes que tém contribuigoes suficientes para serem

abertas; e

e S é o conjunto de clientes que nao tém nenhum vizinho em 7.
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Algoritmo 3 PRIMALDUAL-JV (F, D, ¢, f)

1: vj < 0 para todo j € D

2: w;j < O paratodoi€ FejeD

3: S« D

4: T+ 0

5. Enquanto S # () faca

6: 0y < min{c;; —v;:je€Dei € N(j)}

7 02 < min{(fi — > jenq wis) /IN(@)] i € F tal que N(i) # 0}
8: 0« min{@l, 92}

9: vj <= v; + 0 para todo j € D

10: w;; < w;; + 0 para todo j € D e i € N(j)
11: Se v; = ¢, para algum j € S e h € T entao
12: S+ S\{j}

13: Se > jengy wij = fi para algum i ¢ T' entéao
14: T + T U{i}

15: S+ S\ N(i)

16: T" < 0

17: Enquanto T # () faga

18: Escolha ¢ € T arbitrariamente

19: T« T U{i}
20: T+ T\{heT:existe k € D com w; >0 e wp > 0}
21: Devolva 7"

No algoritmo PRIMALDUAL-JV, claramente as coordenadas das varidveis v e w
crescerao de maneira uniforme, pois em cada iteracao o mesmo valor 6 serd somado a
elas. Precisamos entao garantir que a nossa solugao seja sempre viavel. Pela escolha
de #; na linha |§] do algoritmo, garantimos que a desigualdade (D3] nao seja violada
para i e j em que ¢ é uma instalacdo que nao esta na vizinhanca do cliente j. Quando
a instalacao 7 estd na vizinhanga de j, aumentamos v; e w;; do mesmo valor ¢ e isso
nunca violara a desigualdade . Pela escolha de 65 na linha , garantimos que a
desigualdade nao seja violada para nenhuma instalagdo. Assim, (v,w) é uma
solugao viavel de durante todo o algoritmo. Para cada cliente j e cada instalagao
i, primeiro aumentaremos apenas as varidveis v; até que j esteja na vizinhanga de 7.
Note que nesse momento a desigualdade (D3)) se torna justa para i e j, pois ainda nao
aumentamos a varidvel w;;. Uma vez que isso acontece, aumentamos uniformemente v;
e w;;, assim a desigualdade continuard justa. Desse modo, para j € D ei € N(j),
vale que

Wij = Vj = Cij- ()
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Note também que ao final do algoritmo (v, w) é uma solu¢do maximal de . Isso
acontece pois para todo cliente j existe uma instalagao ¢ tal que a desigualdade
¢ justa para i e j e, além disso, a desigualdade ¢é justa para i. Desse modo, nao
conseguimos encontrar uma solugao viavel com valor objetivo maior apenas aumentando
as varidveis, pois w;; nao pode ser aumentado e é ele quem estd impedindo o aumento
de v;.

Para provar a razao de aproximacao vamos precisar primeiro de um lema.

Lema 3.5. Seja T' a solu¢iao devolvida e (v,w) solugao de (PD)|) produzida por
PRIMALDUAL-JV. Se j € D nao estd na vizinhan¢a de nenhuma instalagiao de T,

entdo existe uma instalagao i € T" tal que ¢;; < 3v;.

Demonstracao. Seja h € T a instalagao responsavel pela remocao de 7 de S, conforme
a linha 12 ou 16 do algoritmo. Claramente, j pertence a vizinhanca de h. Sabemos
que h nao pertence a T" uma vez que, por hipdtese, j nao tem vizinhos em 7”. Como
h foi retirada de T', conforme a linha 21 do algoritmo, existe i € T e k € D tal que k

contribui para ¢ e para h. Pela desigualdade triangular,
Cij < Cpj + Chk + Ci

como j € N(h) e k € N(h) N N(i) vale que ¢;; < v e cpp + cip < 2v,. Como k
contribui para h, entao k ja estava na vizinhanca de h no momento que h foi retirado
de T. Assim, k saiu de S no mesmo momento ou em um momento anterior a h sair
de T. Como h foi responsavel pela retirada de j de S, entdao j nao foi retirado de §

antes de k. Como as varidveis crescem de maneira uniforme, entao v, < v;. Portanto,
Cij < 3Uj. ]

Agora, podemos mostrar o teorema abaixo.

Teorema 3.6. O algoritmo PRIMALDUAL-JV € uma 3-aproximacao para o problema

de localizacao de instalagoes métrico.

Demonstracao. O algoritmo roda em tempo polinomial, uma vez que para cada iteragao
do laco Enquanto da linha 5 pelo menos uma restri¢ao de se torna justa. Desse
modo, o lago executa O(|F'|-|D|) iteracoes. As outras linhas sao claramente polinomiais.

Para cada cliente que contribui para uma instalacao de 7", vamos associa-lo a essa
instalacao. Como cada cliente contribui para no méaximo uma instalacao de 7", entao
essa associacao € tnica. Para clientes que estdo na vizinhanga de instalagoes de 7", mas

nao contribuem para nenhuma delas, vamos associd-los a qualquer instalacao de T” na

21



sua vizinhanca. Seja A(i) € N(i) os clientes vizinhos associados a instalacao ¢ € T".

Entao o custo de abertura das facilidades em 7" mais o custo de associar os clientes

Uit D )= ) (wyte) =3 D v

el JEA() €T’ jeA(q) €T’ jeA()

vizinhos é

em que a primeira igualdade vale pela definicao de T" e a segunda igualdade vale por
e também pois w;; > 0 implica j € A(i). Claramente o somatoério ndo repete clientes,
uma vez que cada cliente estd associado a apenas uma instalacao.

Para um cliente j que nao estd na vizinhanca de nenhuma instalacao de 7", podemos

utilizar o Lema [3.5 Seja Z o conjunto de clientes que ndo tém vizinhos em 7”. Temos

Zc(j, T < BZUj.

jez jez

Juntando os limitantes encontrados para os clientes que tém vizinhos em 7" e os que

nao tém, encontramos

S+ Y e+ YT <SS v +3Y v <33 v < 30pt(I

€T’ JEA(L) JEZ 1€T” jEA(T) JEZ JE€ED

em que a ultima desigualdade vale pela dualidade fraca. O

3.1.2 Arredondamento do programa linear

Nessa secao vamos apresentar o algoritmo que faz arredondamento deterministico de
uma solucao relaxada do programa inteiro que modela o problema localizacao de ins-
talagoes. Esse algoritmo foi estudado na Segao 4.5 do livro WS2011 e foi desenvolvido
por Chudak e Shmoys [5]. Vamos utilizar os programas lineares e (PD).

Comecaremos com algumas defini¢oes que serao necesséarias para o algoritmo.

Definicao  3.7. Seja  (z,y) wma solugao de (PL)). Denotamos  por
N(j) ={i e F:x;; >0} a vizinhanca de um cliente j. Além disso, denotamos
por N2(j) = {¢ € D : N(j)NN({) # 0} o conjunto de clientes que compartilham

vizinhos com j.

A ideia do algoritmo é que escolheremos de maneira quase gulosa clientes e ins-
talagoes que contribuem pouco no valor objetivo de (PD)).
Para provar a razao de aproximagao de ARREDDET-CS vamos precisar de uma

sequéncia de lemas. No primeiro deles, vamos limitar o custo de associagao dos clientes
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Algoritmo 4 ARREDDET-CS(F, D, ¢, f)

. Sejam (z*,y*) e (v*, y*) solugbes dtimas para e (PD).
X 0

: S« D

: Enquanto S # () faga

Escolha j € S que minimize v}

Escolha i € N(j) que minimize f;

X+ X U{i}

S S\ N2(j)

: Devolva X

escolhidos na linha 5 do algoritmo.

Lema 3.8. Sejam (z*,y*) e (v*,w*) solugdes dtimas de (PL)) e (PD)), respectivamente,
e j um cliente qualquer. Para todo i € N(j), vale que ¢;; < vy
Demonstragio. Como i € N(j), entao zj; > 0. Assim, pelas folgas complementares,

a desigualdade (D3] do dual correspondente a varidvel xy; vale por igualdade, entao
* * . * e . *

Vi —wj; = cij. Como w;; > 0, entao ¢;; < V. O

Com esse lema, conseguimos provar o segundo lema que limita o custo dos clientes

em N?(j) que sdo removidos de S na linha 8 do algoritmo.

Lema 3.9. Sejam (z*,y*) e (v*,w*) solucdes dtimas de (PL)) e (PD)), respectivamente,
e j um cliente qualquer. Para todo i € N(j) e £ € N?(j) tal que vi < vy, vale que
cie < 3v;.

Demonstragao. Seja h € N(j) N N({). Pela desigualdade triangular, vale que
Civ < ¢ij + cpj + cpe. Pelo Lema , vale que ¢;; < 05, oy < U5 e ¢ < v, uma
vez que i,h € N(j) e h € N({). Assim,

cio < Cij + cnj + cne < 205 + v < 3vy.

]

Assim, resta apenas limitar o custo de abertura das instalacoes que escolhemos na

linha 6 do algoritmo.

Lema 3.10. Sejam (z*,y*) e (v*, w*) solugdes étimas de (PL|) e (PD)), respectivamente,

e j um cliente qualquer. Para i que minimiza f; em N(j), vale que

fi < Z Tnyn-
)

heEN(j
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Demonstracao. E evidente que

fzgfz Z xh] Z fzmhg— Z fhyha

REN()) heN(j heN(j

onde a primeira desigualdade vale pela restrigao (P2)) e pela defini¢ao de N (j) e a ultima

desigualdade vale pela restri¢ao (P3)) e por ¢ minimizar f; em N(j). O
Com isso, conseguimos provar a razao de aproximacao de ARREDDET-CS.

Teorema 3.11. O algoritmo ARREDDET-CS ¢ uma 4-aproximagdo para o problema

de localizacao de instalacoes métrico.

Demonstracao. Primeiro, vamos mostrar que o algoritmo é polinomial. Sabemos que
é possivel encontrar uma solucao para e em tempo polinomial utilizando o
método dos elipsoides [I§]. Sabemos que o lago da linha 5 ird executar no méximo |D)|
iteracoes, uma vez que sempre retiramos pelo menos um elemento de S. Além disso, as
linhas 6 — 12 sao claramente polinomiais.

Agora, vamos mostrar que o algoritmo é uma 4-aproximacao. Vamos denotar por Sy,
o conjunto S no inicio da iteracao k do laco Enquanto da linha 4. Além disso, vamos
denotar por j, o cliente escolhido na linha 5 nessa iteracao e i, a instalacao escolhida

na linha 6 dessa iteracao. Note que

custo(X)gZ fat > clin?)

KGNQ(jk)ﬂSk

= Zfzk + Z Z c(ix, 0)

k  £eN2(jr)NSk

<SS hw+d. Y elin )

k hEN ]k) k ZEN2(jk)ﬁSk

< Zf’iyi +Z Z vy

1EF k EENQ(jk)ﬂSk

SZfz‘yf‘i‘?’ZU;

ieF jeD
< opt(l) + 3opt(l) = 4opt(]),

em que a segunda desigualdade vale pelo Lema [3.10] a terceira desigualdade vale pelo
Lema e a quinta desigualdade vale pela dualidade fraca. Note que nao existe re-

peticao de termo no somatério Y, >, N(jp)» Pois sempre que escolhemos um cliente
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na linha 5 do algoritmo, retiramos todos os clientes que tem instalagoes em comum em

suas vizinhancas. Assim, vale a quarta desigualdade.
m

3.1.3 Arredondamento probabilistico

Nessa secao vamos apresentar o algoritmo que faz arredondamento probabilistico de
uma solucao étima de e . Esse algoritmo foi estudado na secao 5.8 do livro
WS2011 e foi desenvolvido pelo Chudak e Shmoys [5]. Vamos utilizar os programas
lineares e .

Relembre a Defini¢do 3.7 Além disso, para uma solugao étima (z*,y*) de (PL),

denotamos C7 = > icr Tj;Cij para todo cliente j € D.

ij

Algoritmo 5 ARREDPROB-CS(F, D, ¢, f)
Sejam (z*,y*) e (v*,y*) solucdes 6timas de e (PD]), respectivamente.
X<+ 0
S+ D
Enquanto S # () faga
Escolha j € S que minimize v; + C7
Escolha uma instalagio em N(j) aleatoriamente com probabilidade z}; para a
instalacao i.
X+ X U{i}
8: S+ S\ N2(j)
9: Devolva X

I

Teorema 3.12. O algoritmo ARREDPROB-CS € uma 3-aprorimacdao para o problema

de localizacao de instalagoes métrico.

Demonstragao. E evidente que o algoritmo toma tempo polinomial.

Seja ji o cliente escolhido na linha 5 de uma iteracao k qualquer do algoritmo e Sy
o conjunto S no inicio da iteracao k. Note que, para um mesmo par de solugoes étimas
de e , a escolha de j, para uma iteracao k qualquer é deterministica e, por-
tanto, N2(j,) NSy é sempre igual para uma iteracao k. Portanto, a parte probabilistica
do algoritmo se da apenas na escolha de uma instalagdo i € N(j). Seja i) a varidvel
aleatéria que indica a instalacdo em N(ji) que serd escolhida na linha 6 do algoritmo.

Assim, temos que P(iy = i) = x}; para todo ¢ € N(ji). Desse modo, o custo esperado

L
de abertura para 7, é
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fzk Z fz k—z Z fz Z]k— Z flyz

1€N (jx) 1€N (&) 1€N (jx)

onde a desigualdade vale pela restrigao . Seja ¢;, ; a variavel aleatdria que representa

o custo de transporte do cliente j € N2(j,) N Sy. Para j; temos que

E[cik]‘k} = Z cijkP(ik =i) = Z Cijp L 'ij = C*

1€N (i) i€N(jr)

Seja £ um cliente em N?(j;) N Sy diferente de j. e h € N(ji.) tal que =}, > 0. Note
que, pela definicao de N?(ji), h existe. Pela desigualdade triangular vale que c;; <

Cij, T Cnj), T+ Cnj €, portanto,

Elcie] = E ciuP(ix = 1) E Cieyj,

1€N (jx) 1€N (jx)

< Z (Cijk + Chj + Chg).%;-kjk
i€N (ji)

= Cpj + Che + C;k
<w; tvj, +C},
<2+ C;

onde a segunda desigualdade vale pelo Lema e a terceira vale pela escolha de ji.

Entao fica evidente que o valor esperado da nossa solugao ¢é

STEAI+ > Eleg) <Y (Y fui+ Y. @u+0))

k FEN2(j)NSk i€EN (jk) JEN2(jr)NSk
Y Y Y Y @)
k ieN@) k  FEN2(jx)NSk
<D fwi 4 (20 +C))
i€F jeD
=D Jwit D e v2y v
i€l i€F,jED jeD
< 3opt(I)

onde a segunda igualdade vale pois para k1 < ko, vale que N(ji,) N N(jr,) = 0, caso

contrario jy, estaria em N?(ji,) e, portanto, ndo estaria em Sy, . [
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3.2 Busca local

Nessa secao falaremos sobre o algoritmo de busca local para o problema de localizacao
de instalacoes métrico. Esse algoritmo foi estudado na Se¢ao 9.1 do livro WS2011 e foi
proposto primeiramente por Kuen e Hamburger [19]. Charikar e Guha [4] provaram a
razao de aproximacao igual a 3 e introduziram a ideia de reescala, porém a analise a
ser apresentada foi feita por Gupta e Tangwongsan [10].

Numa instancia (F, D, ¢, f) do problema de localizagao de instalagoes, o custo de
transporte estd definido apenas para um cliente e uma instalagao. Definimos o custo
de transporte entre duas instalacoes como o menor custo de transporte entre essas
duas instalagoes passando por um cliente qualquer. Igualmente, definimos o custo
de transporte entre dois clientes como o menor custo de transporte entre esses dois
clientes passando por uma instalagao qualquer. Entao a desigualdade triangular valera

da seguinte forma: para todo i,5,¢ € FU D,
Cij < Cie + iy

Um algoritmo de busca local comega com uma solucao vidvel para o problema e
checa se alguma alteracao local melhora o custo da solucao atual. Caso essa melhora
ocorra, essa alteracao é feita. Esse processo se repete até que nao exista alteragao local
que melhore o custo da solucao corrente. A solucao resultante é chamada de localmente
otima. O tempo de execugao de uma implementagao dessa ideia e a qualidade da solucao
obtida dependem da definicao adotada de alteracao local. Quanto mais abrangente essa
definicao, melhor a solugao, porém em geral mais lento sera o algoritmo. Quanto mais
restrita a definicao, mais rapido o algoritmo, porém pior em geral a qualidade da solugao
final. Usualmente adotam-se restrigcoes minimas que garantam a polinomialidade do
algoritmo.

O algoritmo que descreveremos contara com trés operagoes: abrir instalagoes fecha-
das, fechar instalacoes abertas ou trocar uma instalacao aberta por uma fechada. A
solucao inicial tera todas as instalagoes abertas. Para garantir a polinomialidade, uma
operacao so serd feita se diminuir o custo da solugao atual em uma razao de 1 — 9, para
um ¢ > 0. Como essa solucao nao é necessariamente localmente étima, iremos chama-
la de solucao quase localmente dtima. Ao final, mostraremos que, dado um € > 0, o
algoritmo é uma 3(1 + €)-aproximagao para o problema de localiza¢ao de instalagoes
métrico, onde o § sera escolhido em funcao do € e o consumo de tempo do algoritmo

sera afetado pelo valor de §.
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Algoritmo 6 BuscALocAL-KHCGGT(F, D,c, f)

1: 0 m

2: 8"« F

3: repita

4: S« S

5: Se existe ¢ € S tal que custo(S \ {i}) < (1 — ) custo(S) entao
6: S+ S \ {Z}

7 Se existe i’ € F'\ S tal que custo(S U {i'}) < (1 —0) custo(S) entao
8: S+ SuU {Z/}

9: Se existem i € S e € F'\ S tal que

10: custo(S\ {i} U{i'}) < (1 —9) custo(S) entao

11: S S\ {i}u{i}

12: até que S =9’
13: Devolva S

Vamos mostrar o Lema e o Lema que serao fundamentais para chegar
na razao de aproximacao do algoritmo. A partir daqui utilizaremos uma instancia
I = (F,D,c,f). Seja S C F solu¢ao devolvida pelo algoritmo BUSCALOCAL,-
KHCGGT(F,D,c, f). Seja o : D — S com o(j) = argminegc;; fungdo de as-
sociacdo dos clientes para a instalagdo mais proxima em S. Sejam A = Y . . fi e
T = Zje pMin;eg ¢;; custos de abertura das instalacoes e de associacao dos clientes
na solucao S, respectivamente. Seja S* C F tal que custo(S*) = opt(/) uma solugao
6tima para I. Seja o* : D — S* com 0*(j) = argmin,eg- ¢;; funcdo de associagao
dos clientes para a instalacao mais proxima em S*. Sejam também A* == " .. fi e
T = Zje pMin;eg- ¢;; custos de abertura das instalagoes e de associacao dos clientes

na solugao S*, respectivamente. Seja m = |F|.
Lema 3.13. Sejam S e S* as solugoes como definidas. Entao, vale que
T—-A" =T <mé(A+T).

Demonstragao. Para todo i* € S* \ S, como a solugdo S é quase localmente 6tima, se
abrirmos a instalagao i* e associarmos a ela, em o, os clientes que estao associados a

ela em o*, o custo da solu¢ao nao diminui em mais que uma fracdo 1 — 4. Entao,

At fir+T+ D (e = o) > (1= 6)(A+T)

jio* (j)=i*
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que equivale a
fir + Z (Ciej = Co(j) > —0(A+T).
o (j)=i*

Vamos agora mostrar que essa desigualdade também é valida para todo i* € S* N S.
Como os clientes sempre estao ligados a uma instalacao aberta mais proxima a eles, ao
trocar os clientes que estao associados a ¢* em ¢* para i* em o, o custo de transporte

nao pode diminuir. Assim,

fet D) (emi—copy) = D (Cirj— o) 2 0 > —0(A+T).

jio* (j)=i* jio* (j)=i*

Note que esses dois casos cobrem todas as instalacoes presentes em S*. Assim, somando

as desigualdades para todas essas instalacoes, vale que

mé(A+T) > — Z (fi* + Z (Cirj = CU(i)j))

*es* jio* (f)=i*
= —(A"+ D ooy — D o))
jeD jeD

= (AT —T)=T— A" —T",

]

Para o Lema precisaremos de uma funcao e de um lema que ajudara a li-
mitar o custo da redistribuicao de clientes. Vamos definir a funcao ¢ : S* — S como
¢(i*) == arg min;cg ¢;+;, ou seja, uma instalagao ¢ em S mais proxima a ¢* em S*. Entao,

teremos o seguinte lema.

Lema 3.14. Seja j um cliente tal que o(j) =1, 0*(j) =i*, ¢(i*) =i’ e i # 1. Entao,
Cirj — Cij < 2C4x.

Demonstracao. Pela desigualdade triangular, temos que
Cirj < Cirge + Cixj

Além disso, pela definicao de ', temos que ¢+ < ¢j+. Assim,
Cirj < Cix + Cpxj.

29



Novamente, pela desigualdade triangular, vale que ¢;;+ < ¢;; + ¢;+;. Entao,
Citj < Cij + QCi*j.
Equivalentemente c¢;; — ¢;; < 2¢;+5. O

Lema 3.15. Sejam S e S* solugoes como jda definidas. Entao,
A—A"=2T* <mé(A+T).

Demonstra¢ao. Uma instalagdo i € S é segura se nao existe i* € S* tal que ¢(i*) = 1.
Seja i € S uma instalacao segura. Como S é uma solucao quase localmente 6tima,
entao se fecharmos i e redistribuirmos cada cliente j que estava associado a i para

¢(0*(j)) nao melhoramos o custo da solugdo em uma razao de 1 — §. Entao,

A=fit T+ Y (Cotoiiy — Coty) > (1= 0)(A+T),

Jio(j)=i

0 que equivale a
—fi + Z <C¢(o*(j))j - CG(j)j) > —0(A+T).

Jio(g)=i
Como ¢ é uma instalacao segura, o Lema [3.14] vale para todos os clientes que estao

associados a ¢ em o. Entao

_fz + Z 200*(]')]‘ > —5(A + T) (9)

Jio(j)=i

Seja i € S uma instalagdo nao segura. Definimos R(i) := {i* € S* : ¢(i*) = i} como
o conjunto de instalacoes de S* para as quais ¢ é a instalagdo mais proxima em S. Seja
i’ '= arg min,-cp(;) ¢;+; a instalacdo de R(¢) mais préxima a 4. Para cada i* € R(7) \ {i'},
abrir ¢* e associar a ¢* os clientes que estao associados a 2 em ¢ e a ¢* em ¢* nao pode

melhorar a solucao em uma razao de 1 — 9. Assim
A+ fr +T+ > (cioj —ci5) > (1= 8)(A+T),
Jio(j)=i e o*(j)=i*

0 que equivale a

fir + > (cij — cij) > —0(A+T). (10)

jio(i)=i e o* (j)=i*
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Agora vamos ver o que acontece se abrirmos ', fecharmos i e associarmos cada
cliente j associado a ¢ em o para ¢(c*(j)) se 0*(j) € R(i) e a i’ caso contrario. Disso,

deduzimos que

—fz' + fi/ + Z (C¢(U*(j))j - Cij) + Z (Ci/j - Cij) > —5(14 + T)
Jio(j)=i e o* (j)ER(7) J:o(j)=i e o*(j)ER()
No somatério dos clientes j em que o*(j) € R(i), podemos utilizar o Lema e

obtemos

—fit+fi+ > 2¢5+(j); + > (cvj —ciy) > —0(A+T).

jio(j)=ieo*(j)ER jio(§)=i e o*(j)ER(i)

Juntando essa desigualdade com para todas as instalagoes em R(7) \ {'}, temos

—fi+ Z fir & Z 2¢5+(j); + Z (cij — cij)
i*€R(i) j:o(§)=i e o* (j)¢R(i) j:o(j)=i e o*(j)ER(7)
+ > (Cor()y — cig) > —|R(D)[5(A+T).
J:o(g)=t e a*(FIER(@H\{i'}

Vamos reduzir essa expressao. Seja j tal que o(j) =i e o*(j) € R(i). Se o*(j) = 7,
entdo j s6 aparece no terceiro somatério e certamente c¢;; — ¢;; < 2¢yj. Se 0*(j) # 7,

entao os termos referentes a j no somatério sao cy; + cox(j); — 2¢;5. Assim, temos que
Cirj + Co(j)j = 2Cij < Co(j)j T Ciri = Cij < Cor(j)j F Cor(g)i — Cij < 2Co(j);

onde a primeira desigualdade vale pois cy; < cy; +¢;5, a segunda desigualdade vale pela
escolha de i’ e a terceira desigualdade vale pois cy«(j); < Cox(5); + Cij-
Entao, para qualquer j temos que o custo referente a j na soma ¢ no maximo 2cq«(jy;.
Assim,
Z fz* - fz Z 200*(] |R(Z)|5<A + T)'
i*€R(i j:o(j
Vamos juntar essa ultima desigualdade para todas as instalagoes nao seguras e @D para

todas as instalagoes seguras. Chamando de P o conjunto das instalagoes seguras, temos

que
Z<_fi Z 2Cq(j ) Z < Z fir — Z 2Cqn(j >>—m5(A+T).
icP Jio(j)= i€S\P  i*€R(i jio(j)=i
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E f4cil notar que estamos subtraindo o custo de abertura de todas as instalacoes de S
e somando 2c¢,+(;); para todo cliente 7 € D. Notemos também que estamos somando o
custo de abertura de todas as instalacoes de S* exatamente uma vez, uma vez que toda

instalacdo de S* pertence a exatamente um conjunto R(i). Portanto,

md(A+T) > (3 fr 42 oy — D 1)

i*eSx jeD €S

= (AT 2T — A) = A— A" —2T".

Agora que temos essas duas desigualdades, conseguimos mostrar o seguinte.

Teorema 3.16. O algoritmo BUSCALOCAL-KHCGGT ¢ uma 3(1 + €)-aproximagdo

para o problema de localizacao de instalacoes métrico.

Demonstracao. Primeiro, vamos mostrar que o algoritmo executa em tempo polinomial.
Claramente, todas as operacoes podem ser feitas em tempo polinomial, precisamos
apenas mostrar que o algoritmo sempre executa um nimero polinomial de operagoes.
Uma instancia do problema de localizacao de instalacoes consiste em inteiros n e m
que designam o numero de instalagoes e clientes, uma matriz C' com nm elementos e
uma matriz F' com n elementos. Se Ci . ¢ 0 maior valor absoluto de um elemento de
C e Fax ¢ 0 maior valor absoluto de um elemento de F', entao o tamanho da instancia
é O(mnlog Ciax + nlog Fiax). Podemos assumir sem perda de generalidade que todos
os custos sao inteiros. Seja M o valor da solucao inicial, note que M < mCliax + N Fmax-
Note que se p é um inteiro tal que (1 —§)?M < 1, entdo o algoritmo nao fard mais que
p iteragoes. Como 1+ x < e® para todo = # 0, sabemos que (1 — 5)% < % Quando
elevamos tudo por In M temos (1—4)s M < - e, portanto, vale que (1—=68)sMpf < 1.

Entao o ntimero de iteragoes do laco da linha 3 do algoritmo é no maximo

1 1
5 InM < 5 In(mCiax + nFmnax)-

Assim, concluimos que o nimero de iteragoes é polinomial no tamanho da instancia.

Agora, vamos mostrar a razao de aproximacao. Somando as desigualdades encon-

tradas nos Lemas e 3.15], temos que

A+ T —24* — 37" < 2mé(A +T)
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e, assim, podemos concluir que

2A* + 3T* 3
A+T < < t(l) = (1 t([
TS T o S T g Pt = L+ 93 opt()
em que a ultima igualdade vale uma vez que § = q +:)2m. O

Durante a prova da razao do algoritmo, utilizamos que (24* + 37™) < 3opt(]).
Vamos utilizar essa folga para melhorar o algoritmo. A partir da instancia recebida,
vamos criar uma nova instancia (F, D, c, %) dividindo o custo de abertura das instalacoes
por uma constante 4 < 1. Ao final, vamos encontrar um valor para p que ird diminuir
a razao de aproximagao do algoritmo o maximo possivel.

Seja S a solucdo devolvida pelo algoritmo BuscaLocAL.-KHCGGT utilizando a
instancia (F, D, c, ﬁ) como entrada. Seja A = Y ics re T = ZjGD min,c g c;;. Note
que existe uma solugao para essa nova instancia com custos % e T*. Note também
que em todos os nossos lemas nao utilizamos que a solugao comparada era 6tima, entao
os lemas valem também quando nossa solucao é comparada com a solucao anterior.

Assim, vale que

7oL < ms(A+T)
1

A-E _op <m§(A+T).
1!

Se multiplicarmos os custos de abertura das instalagoes escolhidas por p temos o custo
de uma solucao viavel para a instancia original. Seja A = pA e T =T os custos dessa

solucao. Vale

T—A——T*gmé(é—i—T)
p Iz
e
A A

————2T*§m(5(é+T),
oo 7

como 1 < 1 entao mé(f +7T) <mé-(A+T) e valendo

1
o

*

T—A——T*gmél(AJrT)
1 I

AN oy Smél(A—i—T).
oo I

33



Somando a primeira desigualdade com a segunda multiplicada por p temos
A+T—A (1+ﬁ) —T"(1+2u) < (1+;)m5(A+T),
o que é equivalente a

(A+T)(1-(1+ %)mé) < A1+ %) + T*(1 + 2u).

Note que (1 + l%) decresce e 1 + 24 cresce quando p cresce. Entao, o menor valor do
maximo deles dois serd quando eles forem iguais. Igualando eles, encontraremos u = \%

e ambos serao iguais a 1 + V2. Assim temos

(A+T)(1—(1+ %)mé) < A1+ %) +T*(142p) < (1+ v2)opt(])

e, assim,

1 2

(A+T) < 0+v2)
(1= (14 v2)md)
Analogamente ao que foi feito na andlise da razao de aproximagao 3(1 + €), escolhendo
§ = m, deduzimos que (A + T) < (1 + V2 + €)opt(I). Assim, se fizermos a

reescala dos custos de abertura das facilidades antes de executar o algoritmo de busca

opt(7).

local temos um novo algoritmo que é uma (1 + /2 + €)-aproximacio para o problema

de localizacao de instalagoes métrico.

3.3 Algoritmo guloso

Nessa se¢ao vamos apresentar o algoritmo guloso que é equivalente a uma 2-aproximagao
que utiliza o método de dual fitting. Esse algoritmo foi estudado pela Se¢ao 9.4 do livro
WS2011 e foi desenvolvido por Jain, Mahdian, Markakis, Saberi e Vazirani [14].

O algoritmo guloso para o problema da localizacao de instalagoes consiste em, a cada
iteracao, abrir uma instalagao fechada e associa-la a um conjunto de clientes ainda nao
associados, garantindo um baixo aumento no custo total. Isso se repete até que todos
os clientes estejam associados a uma instalacao aberta. Entao, seja X o conjunto de
instalacoes abertas até o momento e S o conjunto de clientes ainda nao associados a

uma instala¢ao em X. Queremos escolher i € F'\ X e ) #Y C S que minimize

fi+ ZjeY Cij
Y]
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Para contemplar a possibilidade que, em alguma iteracao do algoritmo, a melhor
escolha seja associar mais alguns clientes a alguma instalagao ja aberta, no momento
em que uma instalacao é aberta, o seu custo de abertura ¢é alterado para 0 e permite-
se que ela seja escolhida novamente no futuro. Também ha um ajuste no critério de
escolha que permite que clientes mudem sua escolha de instalacao aberta a medida que
mais instalagoes sao abertas. Desse modo, conseguimos melhorar ainda mais o custo
da solugao produzida por esse algoritmo. Defina (a), = max{0,a}. Assim, teremos o

seguinte algoritmo guloso para o problema da localizagao de instalagoes.

Algoritmo 7 GuLosO-JMMSV (F, D, ¢, f)
1: S« D
2: X 0
3: Enquanto S # () faga
4 Escolhaie Fe()#Y C S que minimize
5: fi+<0
6
7
8

fi+2j€y Cij_ngc(C(j7X)_Cij)+
Y]

S+ S\Y
X+ X U{i}
: Devolva X

Para a andlise do algoritmo guloso, iremos apresentar um algoritmo que utiliza o
método dual fitting, mostrar uma razao de aproximagao para ele e mostrar que eles sao
equivalentes.

Relembre os programas lineares e . Ao longo do algoritmo vamos
construir varidaveis a; semelhantes as varidveis v; do programa . Denote por
N@)={jed:a; > ¢}

A intuicao do algoritmo DUALFITTING-JMMSYV ¢é parecida com a ideia do algo-
ritmo PRIMALDUAL-JV da Se(;éo As varidveis o; tem interpretacoes semelhantes
as varidveis v; do programa linear . A linha 6 do algoritmo estd relacionada com
a restricao e a linha 7 estd relacionada com a restricao . Assim como no
algoritmo primal dual, os clientes também vao contribuir para a abertura de uma ins-
talacdo fechada. Um cliente j que estd em S contribui (o; — ¢;;)+ para a abertura de i,
enquanto um cliente que nao estd em S contribui (¢(j, X) — ¢;;)+ para a abertura de .
A ideia é que o cliente consegue contribuir mais para uma instalacdo caso diminua o
seu custo de conexao.

Note que os valores de a crescem de maneira uniforme para os clientes que estao
em S. Assim, para quaisquer clientes £ e j tais que ay < oy, vale que £ foi removido do

conjunto S em uma iteragao anterior aquela em que j foi removido de S.
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Algoritmo 8 DUALFITTING-JMMSV (F, D, ¢, f)
1: aj < 0 para todo j € D
2. 5« D
3 X0
4: fl+2f
5. Enquanto S # () faca

6: ¢y < min{c;; —o;:j € 5,1 € X}

7 O min{(f] — X es(ay — i) — 2oigs(c(l, X) —ciy)4)/|S] i€ F\ X}
8: 0 < min{6,,0-}

9: a; < o + 6 para todo j € S

10: Se a; = ¢;; para algum j € S e 7 € X entao

11: S« S\{j}

12: Se > sy —cij)t + > a5(c(4, X) — ¢ij) 4+ = f] para algum i € F'\ X entdo
13: S <+ S\ N(1)

14: X+ XU {Z}

15: Devolva X

Vamos mostrar que, ao final do algoritmo, custo(X) < > jep Qj € que conseguimos
obter varidveis w tais que (§,w) é solucao vidvel para (PD)). Assim, deduzimos que o
algoritmo é uma 2-aproximacao.

Apresentaremos dois lemas principais, os Lemas e donde segue a razao
de aproximacao do algoritmo DUALFITTING-JMMSV. Para o primeiro desses lemas,

iremos, primeiramente, provar outros trés lemas.

Lema 3.17. Seja k a iteracao em que o cliente j € removido de S e seja £ um cliente
tal que oy < ;. Entao, a oferta do cliente { para uma facilidade i no inicio da itera¢ao

k € pelo menos o; — c;j — 2cp.

Demonstracao. Se oy = o, entao £ é removido de S na iteracao k. Portanto, no comecgo
da iteracao k, ¢ contribui (ay — ¢i)4+ = (j — cie)+ > o — ¢ij — 2¢;0 para a abertura de
i, onde a desigualdade vale pois ¢;; > 0 e ¢;p > 0.

Se oy < «yj, entao ¢ foi removido de S antes da iteracao k. Seja h a instalagao de X
que minimiza cp,. Entdo, ¢ contribui (cpy — ¢i)4 para a abertura de i nesse momento.
Pela desigualdade triangular, c;; < cpe + cie + ¢;5. Note que a; < ¢, caso contrério
j estaria na vizinhancga de uma instalacao de X antes da iteracao k e, portanto, teria

sido removido de S. Entao a; < ¢pe + ci¢ + ¢;5. Portanto,

(Che — Cie)+ = Che — Cie > aj — Cij — 2cyy.
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Lema 3.18. Seja A C D um conjunto qualquer de clientes. Podemos assumir que
A={1,...,|A|} onde oy < ay < -+ < aja). Entdo, parai € F e j € A, vale que

J—1 |A]

20@6 + Z C'LZ I~

(=1

Demonstracao. Sabemos que as contribuigoes recebidas por ¢ para a sua abertura sem-
pre serao no maximo f;. Assim, ¢ suficiente mostrar que o lado esquerdo da desigualdade
¢ no maximo a soma das contribuigoes recebidas por ¢ em alguma iteragao. Seja k a
iteracao em que j se conecta a uma instalagao pela primeira vez. Pelo Lema |3.17] vale
que a oferta recebida por ¢ na iteracao k por cada cliente ¢ tal que ay < ; é no maximo
a; — ¢jj — 2¢;. Sabemos que um cliente £ tal que ay > «;, no inicio da iteracao k, ainda
nao estd associado a uma instalacao e, portanto, oferta a i exatamente (o; — ¢;¢)1 que
é pelo menos aj — ¢, Portanto, Y211 (a; — 2¢y) + Ze—](% cie) < fl. O

Lema 3.19. Seja A C D um conjunto qualquer de clientes. Podemos assumir que
A={L,...,|A]} onde oy < ay < --- < ajay. Entdo, para i € F, vale que

ZOéj — QCij S fz/

JEA

Demonstracao. Seja p = |A|. Usando o Lema m para todo 7 € A, temos que

(aj — cir))

-

p
pff =Y (D (ay — ey —2e) +

j=1 k=1 k=j
P P P
=p o — Z(k = Deg, — pzcik - Z(p — k)ci
jEA k=1 k=1 k=1
P
=pY a;— Y (k—=1+p+p—k)cu
jEA k=1
P
:pZaj —(2p— 1)2%
jEA k=1
>pZaj—2ch,k—pZ _201]
jEA JEA
Entao, temos que ), aj — 2¢;; < f]. U

Assim, temos os lemas necesséarios para provar o primeiro dos dois lemas fundamen-
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tais para a prova da razao de aproximacao do algoritmo DUALFITTING-JMMSV.

Lema 3.20. Seja « 0 vetor com as varidveis produzidas pelo algoritmo DUALFITTING-
JMMSYV, seja também v; = «;/2 e w;j = (v; — ¢;j)+ para todos os clientes j e
instalagoes i. Entao (v,w) € solugdo vidvel para (PD)).

Demonstracao. E evidente que v; > 0 para todo j € D e que w;; > 0 paratodoi € F'e
j€e€D. E evidente também que v;; —w;; < ¢ paratodoi € e j € D. Pelo Lema

para uma instalacao i € F e A= {j € D : w;; > 0}, temos que

2fi = fi 2 ) (g —2cj) = ) (20— 2c5) =2 ) wy;.

jeA JEA JEA
Assim, temos que ) _ ., w;; < f;. Portanto, (v, w) é solugdo vidvel para (PD). O]

Agora, o ultimo lema que serd necessario para mostrar a razao de aproximagao do
algoritmo DUALFITTING-JMMSV.

Lema 3.21. Seja o a varidvel produzida e X o conjunto de clientes escolhido pelo
algoritmo DUALFITTING-JMMSV. Vale que

doaj=2) fi+ > (i, X).

jebD ieX jeD

Demonstracao. Seja S, e X os conjuntos S e X no inicio da iteracao k do algoritmo
DUALFITTING-JMMSV, respectivamente. Vamos provar que, para qualquer k, vale
que Y icps, 4 = 2 iex, fi T 2 jepvs, €(d; X). Como no final do algoritmo S = 0,
entao D \ S = D e o que vamos provar implica o lema.

Suponha, por absurdo, que a afirmacao ¢é falsa. Seja k a primeira iteracao em que
a afirmacao nao vale. Se k = 1, entdo no comego da iteracao k vale que D\ Cy = 0.
Portanto, a afirmacao vale. Entao k > 1.

Se, na iteragao k — 1, vale que o = ¢;; para algum j € Sp_1 e i € X}, entao
Sk = Sk—1\{j} e Xy = X)_1. Portanto

Z Qp = o + Z ap=a;+2 Z Ji+ Z c(l, Xy-1)

£eD\ Sk LeD\Sk_1 1€Xp_1 LeD\Sk_1
=2 fi+ > ol X),
1€ X £e D\ Sk

em que a segunda igualdade vale, pois a afirmacao vale para Si_; e a terceira vale pois

a; = ¢;; = ¢(j, X), caso contrario j nao estaria em Sj_;.
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Se, na iteragao k — 1, vale que > . g (0 — ¢ij)s + D i, (c(f, X) —cij)+ = f]

para algum i € F'\ Xj_q, entdo Xy = X1 U{i} e Sy = Sp_1\ N (7). Consequentemente

Zaj: Z a; + Z Q;

JED\Sk JED\Sk_1 JESK_1NN(3)
= > at Y G Xe)+2 Y
JESK—1NN(3) JED\Sk—1 heXk_1

Defina A = {j € D\ Sy_1 : ¢(j, Xs—1) > ¢;j}. Vale que

> (o =)+ D (el Xnor) — i) = [/ =2f;

jGSkflﬂN(i) JEA

e, portanto,

Z Qj = Z Cij — Z(C(j, Xk—l) - Cz‘j) + 2f1

JESKL_1NN(3) JESK_1NN(3) jeEA

Seja B tal que ANB=0e AUB = D\ Si_;. Portanto,

)DRTEEDSFES ST MRS SN S

JED\S} heXy, jEB jEA JESK_1NN (i)
=2 fut > (i, Xp)
heXy JED\Sy
Logo, todos os casos caem em uma contradi¢ao e a afirmagao é verdadeira. O]

Agora, podemos provar a razao de aproximacao do algoritmo DUALFITTING-

JMMSV.

Teorema 3.22. O algoritmo DUALFITTING_JMMSV € uma 2-aproximacgao para o

problema de localizacao de instalacoes métrico.

Demonstracao. Seja X o conjunto de instalagoes devolvido pelo algoritmo
DUALFITTING-JMMSV. O custo da solugao em que abrimos as instalagoes em X

e conectamos cada cliente a instalacao aberta mais préxima a ele é

S AEY X 23 St e X) =Y a; =2 2L < 20pt(])

i€eX jED i€X jeD jeD j€D

em que a primeira igualdade vale pelo Lema |3.21] e a ultima desigualdade vale pois
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> iep @j/2 é o valor objetivo da solugao vidvel do dual construida como no Lema W

e, portanto, a desigualdade vale pela dualidade fraca. O

Agora, vamos mostrar que o algoritmo Guloso-JMMSV e o algoritmo
DUALFITTING-JMMSV sao equivalentes. Para facilitar a prova, vamos supor que
no algoritmo guloso o desempate é feito escolhendo o conjunto com menor tamanho e
que no algoritmo de dual fitting quando a condicional da linha 10 é verdadeira apenas

um cliente é retirado de S.

Teorema 3.23. Os algoritmos DUALFITTING _JMMSV e GULOSO_JMMSV sdo equi-

valentes.

Demonstragio. Vamos chamar de (S{, X}) e (S7, X?) os pares de conjuntos S e X
no comego da iteracao k no algoritmo guloso e no algoritmo de dual fitting, respec-
tivamente. Para mostrar que os algoritmos sao equivalentes, é suficiente mostrar que
(S}, X?) = (S%, X?) para todo k.

Suponha, por absurdo, que a afirmacao é falsa para algum k. Seja k a primeira
iteragao tal que a afirmagao nao vale. Se k = 1, entdo (S}, X}) = (D,0) = (SF, X7).
Entao, £ > 1. Caso, na iteracao k£ — 1, o algoritmo de dual fitting escolha abrir uma

instalagao i. Entao, vale que

Z (o — cij)y + Z (4, Xi_y) — cij)+ = 2f;

jesi_, JESE_

e, portanto,

o= 2fi= Y (G X)—e)+ Y,

jE€S2_ NN(i) JgS2_, JESE_ NN (3)

Note que, por construgao, todos os clientes de S?_; N N(i) tém o mesmo valor de «

neste momento. Seja j € S7_; N N(7), vale que

ISEANN@Dlag = > ag=2fi— Y (G, X)—cj)e+ D>

JES2_ NN(3) jgsz_, JeSE_NN(3)
Logo,
2fi — z]gsk 1( c(j, X) —cij)+ + Zjesg_lmv(i) Cij
o — )
! |Si_1 NN (3)]

Como as varidveis em « crescem uniformemente e como (S} _,, X} |) = (S7_,, X7 ),

é facil notar que o par (i,S7 , N N(i)) minimiza a funcdo de escolha do algoritmo
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guloso e, portanto, (S, X}) = (52, X?). Entao, na iteracao k — 1, o algoritmo de dual
fitting escolhe apenas retirar um elemento de S7 ;. Seja j o elemento que foi retirado
e i € X2 | a instalacdo tal que a; = ¢;;. Como i € X? | e X} | = X? |, entao na
iteracao k — 1 do algoritmo guloso, vale que f; = 0. Note que a funcao de escolha
do guloso aplicada ao par (¢,{j}) tem valor ¢;;, uma vez que a instalacdo i ja estava
aberta no inicio da iteragao k — 1 e, portanto, nao havera melhora no custo de conexao
dos clientes que ja estavam ligados a alguma instalacao aberta. Novamente, como as
varidveis em « crescem uniformemente e como (S}, X} ;) = (S;_,, X?_,), é facil
notar que o par (¢,{j}) minimiza a func¢ao de escolha do algoritmo guloso e, portanto,
(Sh,X}) = (53, X7).

Todos os casos nos levam a uma contradigao a escolha de k, entao a afirmagao é

verdadeira. O

3.4 Inaproximabilidade

Nesta secao vamos mostrar um resultado que, sob certa hipdtese, limita inferiormente
a razao de aproximacao para os algoritmos do problema de localizacao de instalagoes
métrico. Esse resultado é o Corolario 16.16 que se encontra na Secao 16.2 do livro
WS2011. Ele foi provado por Guha e Kuller [9].

Para esse resultado vamos precisar definir a versao de otimizacao do problema de

cobertura de conjuntos.

Problema 3.24. Dada um conjunto E e uma familia S = {51, ..., Sn} de subconjuntos

de E, encontrar C C S tal que Jgo S = E que minimize |C].

Esse problema é NP-dificil, uma vez que sua versao de decisao é um dos 21 proble-
mas NP-completos de Karp [I7]. Além disso, Feige [6] provou que nao existe (1 — €)-
aproximacao para esse problema, a menos que, para todo problema em NP, exista um
algoritmo deterministico que resolva o problema em tempo n®U°8lg™  Assim como
P = NP essa também é uma conjectura conhecida na area de complexidade computa-
cional que acreditam ser falsa.

Vamos mostrar que se existe uma a-aproximacao para o problema de localizacao de
instalagoes com a < 1.463 entao existe um algoritmo que é uma (clnn)-aproximagcao
para o problema da cobertura de conjuntos sem peso com ¢ < 1.

Vamos apresentar um algoritmo de aproximacao para o problema da cobertura de
conjuntos que utiliza varias chamadas ao algoritmo que é uma a-aproximacao para o

problema de localizagao de instalagoes métrico.
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Algoritmo 9 INAPROX-GK(E,{S1,...,5.})

1: v« 0.463

2: Para i + 1 até m faca

3: Para todo j € E facga

4: Se j € S; entao

5 Cij < 1

6: Senao

T Cij < 3

8: Para k < 1 até m faca

9: I, + 1)

10: D« E; F + [m]

11: Enquanto D # () faga

12: fi < v|D|/k para todo i € F’
13: F’ <~ a-APROX-LOC-INST(F, D, ¢, f)
14: I, «+ I, U F’

15: D'« {jeD:c(y,F)=1}
16: F+ F\F'; D+ D\D
17: Devolva [}, que minimize |I|.

Seja I = (E,{S,...,Sn}) uma instancia do problema de cobertura de conjuntos.
Criaremos uma sequéncia de instancias para o problema de localizacao de instalacoes
métrico. Para um k fixo, o algoritmo cria uma sequéncia de instancias métricas para
o problema de localizacao de instalacoes. Todas elas terao a mesma funcao de custo ¢
tal que, para todo i € [m| e j € E, ¢;; = 1 se j € S; e ¢;; = 3, caso contrério. E f4cil
notar que essa funcao é métrica. A primeira instancia da sequéncia tera o conjunto de
instalagoes F' := [m] e o conjunto de clientes D := E. Além disso, toda instalacao tera
custo de abertura f; == v|D|/k. A ideia é que usamos o algoritmo a-APROX-LOC-INST
para encontrar um conjunto F’ C F de instalagbes que serdo abertas e existird um
conjunto D' C D tal que, para todo j € D’ existe ¢ € F’ tal que j € S;. Entao, para
construir a préxima instancia, usaremos o conjunto de instalagoes F'\ F’ e o conjunto de
clientes D\ D', que representam os subconjuntos de F que ainda podem ser escolhidos
e os elementos de F que ainda nao foram cobertos, respectivamente. Isso acontecera

sucessivamente até que todos os elementos de E sejam cobertos, ou seja, até que D = ().

Teorema 3.25. Se existe uma a-aprorimacao para o problema da localizacao de ins-
talagoes com a < 1.463, entdo INAPROX-GK ¢ uma (clnn)-aproximagao para o pro-

blema de cobertura de conjuntos com ¢ < 1 quando n € suficiente grande.

Demonstra¢ao. Seja k* o tamanho de uma cobertura de conjuntos otima para a
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instancia (E,{Si,...,Sn}) do problema de cobertura de conjuntos. Suponha que es-
tamos na iteracao k* do laco Para e na iteracao ¢ do laco Enquanto do algoritmo
INAPROX-GK. Sejam Dy, e F; os conjuntos D e F' no comego dessa iteragao do lago
Enquanto. Sejam n, = |Dy| e f* = yn,/k*. Note que existe uma solucao para a
instancia (Dy, Fy, ¢, f*) do problema de localizacao de instalacoes com custo no maximo
Ffk* 4+ ny em que abrimos todas as instalacoes que representam subconjuntos que estao
em uma cobertura de conjuntos 6tima. Seja F; o conjunto das instalagoes devolvido
pela chamada de a-APROX-LOC-INST na linha 13 e D}, o conjunto de clientes encontrado
na linha 15. Sejam 3, = |F}|/k* e p; == |D}|/ng. B fécil notar que o custo da solucéo
F;é

\EJ|fE 4 pene + 3(1 — po)ne = ne(Bey + 3 — 2p0) < a( k" + ng) = ang(y + 1)

e, portanto,
Bet3—2p _
— < 0%
v+1

Seja ¢ uma constante entre 0 e 1 que vamos escolher depois. Suponha que p, <

(16)

1—e para algum ¢ e 0 < v < 1. Defina

_ By +1+ 92~
f(Be) = o :

Note que f(3) < %;2“ < a.
O valor de 3, que minimiza f é cln(%c), uma vez que f’(cln(%)) =0e f"(Be) > 0
qualquer que seja o valor de [3,. Assim, temos que

2 1 2
f(cln (%)) = m <vc+ln (7@) +7c+1) .

Os valores de ¢ e v que maximizam essa funcao sao v = 0.463 e ¢ préximo de 1, e
teremos 1.463 < f(1.463) < a < 1.463, o que é um absurdo.
By ~ .
Agora, vamos mostrar que, se p; > 1—e~ = para todo ¢, entao o algoritmo INAPROX-
GK com v = 0.463 devolve uma (¢ Inn)-aproximagao para o problema da cobertura

de conjuntos com ¢ < 1. Vamos chamar de r a quantidade de iteragoes que o laco

Enquanto realiza. E evidente que || = E*>,_ logo a razao de aproximacao
q k =1 P p G
. , - _Be ~
desse algoritmo é no méximo Y ,_, 5. Para todo ¢, como vale que p, > 1 —e~ <, entao

temos que ; < cln <1+m . Note que ngy1 = ng(l —pg) e n, > 1. Assim, vale que
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n Hz;ll(l —pg) = n, > 1 e, consequentemente, In (H;;ll ) <Inn; = Inn. Assim,

1
1—pe

T r—1 r—1

1
S a=3 L<ed < cl .
12:154 61154—1—5 <c€1n(1_p£)+ﬂ clnn+f

Como r é a ultima iteracao, vale que p, = 1. Entao pela desigualdade temos que
Br < afl+ %{) < 4a uma vez que escolhemos v = 0.463. Portanto,

Zﬂg <clnn+ B, <clnn+4a < dInn,
=1

em que a tltima desigualdade vale para algum ¢’ € (¢, 1), uma vez que 4a é constante
e, pelo enunciado do teorema, podemos assumir que n ¢é suficientemente grande.
Assim, temos uma aproximagao para o problema de cobertura de conjuntos com

razao de aproximagao estritamente menor que Inn para n suficientemente grande. [

Juntando esse resultado com o resultado do Feige, temos que a existéncia de uma
a-aproximacao para o problema de localizacao de instalagoes métrico com o < 1.463
implica a existéncia de um algoritmo deterministico que leva tempo O(n®U°81°8™)) para

todo problema NP-completo.

4 k-Medianas

Nessa secao falaremos sobre a versao métrica do problema das k-medianas. O problema
das k-medianas métrico consiste em, dado um conjunto de instalacoes F', um conjunto
de clientes D, uma métrica ¢ : F'x D — R e um inteiro k, encontrar S C F com |S| < k
que minimize custo(S) = .. c(4, S), em que c(j,.5) = min;es ;.

Antes de falarmos sobre algoritmos de aproximacao para o problema das k-medianas
métrico, vamos mostrar que, assumindo que P # NP, nao existe algoritmo polinomial
que resolva esse problema. Vamos fazer uma reducao do problema da cobertura de

conjuntos na sua versao de decisao para o problema das k-medianas métrico.

Problema 4.1. Dada um conjunto E, uma familia S = {S,...,Sn} de subconjuntos

de E e um inteiro k, decidir se eviste um conjunto C C S tal que Jgore S = E €
|IC| < k.

Esse problema é NP-completo, sendo um dos famosos 21 problemas de Karp [17].

Disso, deriva-se o seguinte.
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Teorema 4.2. O problema das k-medianas métrico € NP-dificil.

Demonstragao. Seja I = (E,{S1,...,Sn}, k) uma instancia da versao de decisao do
problema da cobertura de conjuntos. Vamos definir o conjunto de instalagoes F' = [m],
o conjunto de clientes D := E e a funcao de custo ¢;; == 1se j € S; e ¢;; = 3 caso
contrario, para cada i € F e j € D. Assim, temos uma instancia I’ = (F, D, c, k)
para o problema das k-medianas. E f4cil notar que essa corresponde a uma instancia
métrica do problema. Entao, vamos mostrar que a resposta para I é sim se e somente
se opt(I’) = |D|. Antes, note que opt(I’) > |D|, uma vez que ¢;; > 1 para todo i € F
ejeD.

Vamos mostrar que se a resposta para I é sim, entao opt(I’) = |D|. Como a resposta
para I é sim, entao existem k elementos de {Si,...,S,,} tal que a unido deles é igual
a FE. Vamos supor sem perda de generalidade que esses elementos sao os k primeiros.
Seja F' = [k]. A solucdo de I" em que abrimos as instalagoes em F’ tem custo | D],
uma vez que para cada cliente j temos que j € £ = Ule S;. Entao existe i € [k] tal
que j € S; e, consequentemente, ¢;; = 1. Portanto, opt(I’) < |D|. Como ja sabemos
que opt(I") > |D|, entao opt(I') = |D|.

Agora vamos mostrar que se opt(I’) = |D|, entao a resposta para I é sim. Como
opt(!’) = | D|, entao existe um conjunto £’ C F' de tamanho k tal que para todo cliente
J existe uma instalagao ¢ € F” tal que ¢;; = 1 e, consequentemente, j € S;. Como isso
vale para todo cliente j € D, entdao a uniao dos conjuntos referentes as instalagoes em
F' é uma cobertura de conjuntos de E com tamanho k. Portanto, a resposta para [ é

sim. L]

4.1 Busca local

Nessa secao falaremos sobre o algoritmo de busca local com trocas unitarias para o
problema das k-medianas. Esse algoritmo foi estudado na Segao 9.2 do livro WS2011 e
foi desenvolvido por Arya, Garg, Khandekar, Meyerson, Munagala e Pandit [I].

Numa instancia do problema das k-medianas o custo de transporte esta definido
apenas para um cliente e uma instalacao. Definimos o custo de transporte entre duas
instalagoes como o menor custo de transporte entre essas duas instalacoes passando
por um cliente qualquer. Analogamente, definimos o custo de transporte entre dois
clientes como o menor custo de transporte entre esses dois clientes passando por uma
instalacao qualquer. Entao a desigualdade triangular valera da seguinte forma: para
todo 4,5,k € FUD,

Cij S Cik + Clj-
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Um algoritmo de busca local comeca com uma solugao viavel para o problema e
checa se alguma alteragao local melhora o custo da solucao atual. Caso essa melhora
ocorra, essa alteracao é feita. KEsse processo se repete até que nao exista alteracao
que melhore o custo da solucao corrente. A solucao resultante é chamada de localmente
otima. O tempo de execucao de uma implementacao dessa ideia e a qualidade da solugao
obtida dependem da defini¢ao adotada de alteracao local. Quanto mais abrangente essa
definicao, melhor a solugao, porém em geral mais lento serd o algoritmo. Quanto mais
restrita a definicao, mais rapido o algoritmo, porém pior em geral a qualidade da solugao
final. Usualmente adotam-se restricoes minimas que garantam a polinomialidade do
algoritmo.

O algoritmo que descreveremos comega com um conjunto arbitrario de k instalagoes
abertas e conta apenas com operacgoes de troca em que fechamos uma instalacao aberta
e abrimos uma instalagao fechada. Operacoes que exclusivamente abram ou fechem
instalagoes nao sao considerados, uma vez que apenas abrir uma instalacao faz com
que nossa solugao se torne inviavel e é facil notar que somente fechar alguma instalacao
nao melhora o valor da solugao. O algoritmo é parametrizado por uma constante ¢ > 0
que afeta a sua razao de aproximacao e o seu consumo de tempo. Para garantir a
polinomialidade, uma operacao de troca sé serd feita se diminuir o custo da solugao
atual em uma razao de 1 — ¢, onde ¢ é escolhido em funcao de € e k. Como a solugao
produzida nao é necessariamente localmente 6tima, iremos chama-la de solucao quase

localmente otima.

Algoritmo 10 BuscALocAL-AGKMMP(F, D, ¢, k)

H 0 Brow

: Escolha arbitrariamente S” C F com |S'| = k

1
2
3: repita

4 S8

5: Se existem i € S e i’ € F'\ S tais que
6 custo(S'\ {i} U{i'}) < (1 — ) custo(S) entao
7 S S\ {i}u{i}

8: até que S =5’

9

: Devolva S

Teorema 4.3. A solugdo devolvida por BUSCALOCAL-AGKMMP tendo a instancia

I como entrada tem custo no mdximo (54 €) opt(I).

Demonstragao. Seja S a solucao devolvida pelo algoritmo e S* C F' com |S*| = k uma
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resposta 6tima para I. Seja o : D — S com o(j) = argmineg¢;; e 0*: D — S* com
o*(j) == arg min;eg~ ¢;; funcoes que associam cada cliente a instalagdo de S e S* mais
proxima, respectivamente. Além disso, seja ¢ : S* — S com ¢(i*) = arg mineg i+
funcao que mapeia cada instalagao de S* para a instalagao de S mais préxima.

Para relacionar o custo de S e o custo de S*, iremos descrever um conjunto de k
trocas entre instalagoes de S' e instalacoes de S* que serao chamadas de trocas cruciais.
Como S é quase localmente 6tima, nenhuma dessas trocas pode melhorar o custo da
solucao S em uma razao melhor que 1 — ¢. Isso vai nos permitir delimitar o custo de §
em termos de ¢ e do custo de S*.

Vamos definir uma partigao {Z,0,T} das instalagoes de S que serda fundamental

para descrevermos as trocas cruciais. Uma instalagao ¢ € S pertence a
i. Zse |{i* € S*:¢(i*) =i}| =0;

ii. Ose |[{i* € S*:¢(i*) =i} =1;

iii. T se |[{i* € S*: (i) =i} > 1.

Vamos também definir uma particao {O*, T} de S*. Uma instalagdo i* € S* pertence
a O* se ¢(1*) € O e, caso contrério, pertence a T*. Note que |O] = |O*|. Consequente-
mente |7*| = |T'U Z|. Além disso, como cada instalacao de 7' é imagem de pelo menos

‘| ¢, portanto, |Z| > |T|

duas instalagoes de T em ¢, entao || < |

Agora, vamos descrever as trocas cruciais. Para cada i* € O*, consideramos uma
troca entre o par (¢(i*),i*) que gera uma solucao S\ {¢(i*)} U {:*}. Além disso, vamos
descrever uma colegdo com |T*| trocas, em que cada uma delas retira da solu¢ao uma
instalagao de Z e inclui na solucao uma instalacao de T%. Essas trocas podem ser
escolhidas arbitrariamente, contanto que cada instalagao de T™* apareca uma vez e cada
instalagao de Z aparega no maximo duas vezes. Isso é possivel, uma vez que |T*| < 2|Z|.

Considere uma troca crucial entre a instalagao ¢ € S e a instalacao i* € S*. Seja
S" = S\ {i} U {i*}. Vamos construir uma fun¢ao de associacdo ¢’ : D — S’. Para
cada cliente j tal que o*(j) # i* e o(j) # i, tome o'(j) == o(j). Para cada cliente j
tal que o*(j) = i*, tome o’(j) = i*. Para cada cliente j tal que o*(j) # i* e 0(j) = 1,
tome o'(j) = ¢(c*(j)). Para que o'(j) € S’, é essencial que nesse tltimo caso valha
que ¢(c*(j)) # i entdo vamos mostrar que isso acontece. Suponha por absurdo que
¢(0c*(j)) = i. Entdo, sabemos que i nao pertence a Z. Como nas trocas cruciais as
instalacoes de S que serao fechadas sao sempre de O ou de Z, entao ¢ pertence a O.

Logo, existe apenas uma instalacao h em O* tal que ¢(h) =i que é h = i* e, portanto,
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o*(j) =1i*, o que é uma contradigao a hip6tese desse caso. Assim, vale que

—0 custo(S) < custo(S") — custo(.5)

< Z Cor(j); — custo(S)

jeD
= > (o — + Z o*(i)i — Coli)i)-
Jro*(j§)=¢* Jio*( J i*,

(j)=1

Primeiro, vamos encontrar um limitante superior para o segundo somatorio. Pela
desigualdade triangular, temos que cyo+(j)); < Co(o=(j))o*(j) + Co+(j);- Além disso, por
definicao de ¢, vale que cy(o+(j))o*(j) < Co()o+(j)- Aplicando a desigualdade triangular
novamente, temos que Cy(jjo=(j) < Co(j); T Cox(j);- Juntando essas desigualdades, temos
que Cp(o+(j))j < Co(j)jT2Co(j)j € consequentemente Co(o ()i —Co(j)j < 2Cq=(j);. Portanto,

vale que

—5 custo(S) < D (o(ri — o)) + D, (Cotor (i — Coi)i)

Gio*(§)=i* Jio*(§)#,
o (j)=i
< Z (Cor(i)j = Coti)i) +2 Z Co*(5);
jio* (j)=i Jio* () #i",

o(j)=i

Como essa desigualdade vale para toda troca crucial, podemos soma-las. Vamos
chamar de i, e i; a instalacao de S e de S* referentes a troca /¢, respectivamente.
Observe que {i},...,i;} = O*UT*. Portanto,

k
—k6C <Y DY (et —Cot) F2 D ot

=1\ jio*(j)=i} j:o* (§) iy,
a(j)=ig
k
= (Cox()5 — Calh)) +22 Z Co*(5)j
jED (=1 jio*(j)#i,
a(j)=tg

k
(=1 jio*(j)#i},
o(j)=ie

em que C' = custo(S) e C* := custo(S*). Considere o tltimo somatério. E evidente
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que

Z Co*(j < Z cg*(j

Jio* () #i;, Jio(j
a(j)=ie

Cada instalacao de S aparece em no maximo duas trocas crucias. Entao

Z Z Co(i 2D Y Corii =2 oz = 207

=1 j:o(j5)= i€S jio(j)=1 jeD

Assim, vale que

k
—kOC < C*=C 42> > oy <5CT-C,
(=1 jio*(j)#i;,
o(j)=ie
consequentemente,
5C*
1—ké

em que a igualdade vale uma vez que § =

<

=(b+eC”

(5—:e)k :

Agora, é necessario mostrar que o algoritmo é polinomial.

Teorema 4.4. O algoritmo BUSCALOCAL-AGKMMP toma tempo polinomial para

executar.

Demonstracao. Uma instancia do problema das k-medianas consiste em inteiros n e m
que designam o numero de instalacoes e clientes, uma matriz C' com nm custos nao-
negativos e um inteiro k. Se Ci,.x € 0 maior custo em C', entao o tamanho da instancia
é O(mnlog Ciax)-

Claramente, uma iteragao do lago da linha 3 consome tempo polinomial. Precisamos
apenas mostrar que o niumero de iteracoes do laco do linha 3 é polinomial no tamanho da
instancia. Podemos assumir sem perda de generalidade que todos os custos sao inteiros.
Seja M o valor da solugao inicial. Note que se p é um inteiro tal que (1 — 6)?M < 1,

entao o algoritmo nao faré mais que p iteragoes. Como 1+ z < e* para todo = # 0,

limM 1
< M

portanto, vale que (1 — 5) sInM AT < 1. Entdo o nimero de iteracdes do laco da linha 3

sabemos que (1 — )5 < . Quando elevamos tudo a In M temos (1 — )3 e,

do algoritmo é no maximo %ln M. Como M < mChiay, concluimos que o numero de

iteragoes ¢ polinomial no tamanho da instancia. O]

Arya, Garg, Khandekar, Meyerson, Munagala e Pandit [I] também desenvolveram
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um algoritmo de busca local para o problema das k-medianas métrico que permite
trocas de multiplas instalagoes simultaneamente. Esse algoritmo é parametrizado em
um numero p e, no lugar de trocar uma instalagao aberta por uma instalacao fechada, ele
troca um conjunto A de instalagoes abertas por um conjunto B de instalagoes fechadas,
tais que |A| = |B| < p. Isso resulta em uma (3 + %)—aproxima(;éo. O parametro
p estd diretamente ligado ao tempo de execugao do algoritmo. Tomando p grande o
suficiente, é possivel desenvolver um algoritmo que é uma (3 + €)-aproximagao para

qualquer € > 0.

4.2 Algoritmos baseados em programacao linear

Nessa se¢ao vamos mostrar algoritmos para o problema das k-medianas que utilizam
métodos baseados em programacao linear.

Vamos modelar o problema das k-medianas como um programa linear inteiro. Va-
mos relaxar esse programa e encontrar o seu dual.

Para uma instancia (F, D, ¢, k) do problema das k-medianas, o programa inteiro tera
dois tipos de variaveis. Uma variavel y; para cada ¢ € F' que tera valor 1 se a instalagao
i foi aberta e 0 caso contrario, e uma varidvel z;;, para cada i € F' e j € D, que terd
valor 1 se o cliente j estiver associado a instalacao i e 0, caso contrario.

Assim, uma instancia (F, D, ¢, k) do problema das k-medianas pode ser modelada

como o seguinte programa linear inteiro:

Minimizar E CijTij

i€F,jeD

sujeito a inj > 1, VieD,
icF
Yi — x5 > 0, Vie F,je D,
icF
l'ijE{O,l}, ViEF,jED,
y; € {0,1}, Vi € F.

Para a relaxacao desse programa permitiremos que as variaveis em x e em y adotem

quaisquer valores nao negativos. Portanto, a relaxacao do programa inteiro do problema
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das k-medianas resulta no seguinte programa.

Minimizar Z CijTij (PL)

ieF,jeD

sujeito a Zmij > 1, Vj e D,
iEF
yi—xijZO, ViEF,jED,
i€F
:(:ijZO, ‘v’iEF,jED,
yi > 0, Vi e F.

O dual do programa linear acima consiste no seguinte programa.

Minimizar E v; — zk

jeD

sujeito a  v; — w;; < ¢y, Vie F.jeD,
Zwij <z, Vi e F,
jeb
v; 2> 0, VjeD,
w;; > 0, Vie F,jeD,
z > 0.

Note que existe uma grande semelhanca entre os programas lineares derivados do
problema das k-medianas e os derivados do problema de localizacao de instalagoes, que
se encontram na Secao 3.1} Desse modo, as variaveis e as restrigoes desses programas

lineares tém interpretacoes equivalentes.

4.2.1 Relaxacao Lagrangeana

Nessa segao falaremos sobre o algoritmo que utiliza o método de relaxagao Lagrangeana
para o problema das k-medianas métrico. Esse algoritmo foi estudado na Segao 7.7 do
livro WS2011 e foi desenvolvido por Jain e Vazirani [16].

A relaxagao Lagrangeana é um modo de aumentar o conjunto de solugdes viaveis de
um programa linear retirando uma de suas restri¢oes e penalizando, na fungao objetivo,
solugoes que nao respeitem essa restricao. Para o programa linear que é uma relaxagao

da formulacao por um programa linear inteiro do problema das k-medianas, iremos
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retirar a restricao , que limita a quantidade de instalacoes abertas. Essa remocao

resultard no seguinte programa.

Minimizar Z Cij%ij + A (Z(yl) — k’) (RL)

i€F,jeD i€F

sujeito a inj > 1, Vje D,
ieF
y; — x5 > 0, Vie F,j €D,
xy; >0, Vie F,jeD,
yi > 0, Vi € F.

A constante A\ é chamada de multiplicador de Lagrange, e é o que nos deixara escolher o
quao grande serd o desconto no valor de solucoes que infrinjam a restricao . Como
queremos piorar o valor das solucao que nao respeitavam a restricao € CcOmo NOssO
problema ¢ de maximizagao, entao vamos restringir A a valores nao-negativos. O valor
de uma solugao 6tima desse programa é no maximo o valor de uma solucao étima do
programa original, uma vez que as solugoes anteriores continuam viaveis e o seu custo
nao aumentou.

Como essa relaxacao é um programa linear, podemos considerar o seu dual. O dual

desse programa ¢ o seguinte.

Minimizar Z vj — Ak (DL)
jeD
sujeito a v — w;; < ¢, Vie FijeD,
jED
Uj 2 07 vj € D?
wiij, \V/ZEF,]GD

As restrigoes desses programas sao iguais as restricoes do programa linear do problema
de localizacgao de instalagoes e do seu dual, respectivamente, da Secao 3.1, considerando
que cada instalacao tem custo de abertura A. Desse modo, podemos utilizar algum
algoritmo para o problema de localizacao de instalagoes para encontrar uma solucao
para o problema das k-medianas.

No algoritmo de dual fitting para o problema de localizacao de instalagoes, da

Secao (3.3 encontramos um conjunto X de instalagoes e valores para as varidveis «
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tais que, definindo v; = % e w;; = max(0,v; — ¢;;) para toda instalacdo i e cliente j,

vale que (v, w) é solugao vidvel do dual e, pelo Teorema |3.21}, vale que

Zc(j,X)—l—ZZfi:Zaj :221)]-.

JjeD 1€X JjE€D jeD

Substituindo f; por A\, deduzimos que

D c(j X)) <2 (Z vj — /\|X\> .

jeD jeD

Se | X| = k, entao a solugao encontrada pelo algoritmo de dual fitting para o problema
de localizacao de instalacoes também ¢é solucao para o problema das k-medianas com
valor no maximo duas vezes o 6timo.

Note que o valor de A esta diretamente relacionado com a quantidade de instalagoes
que serao abertas pelo algoritmo de dual fitting para o problema de localizacao de ins-
talacoes. Caso A = 0, é normal esperar que muitas instalagoes sejam abertas e, caso
A=) ieD > icr Cij» 0 algoritmo abrird apenas uma instalacao. Entao é natural buscar
um método que garanta um A que faca o algoritmo abrir exatamente k instalacoes.
Infelizmente, um tal método nao é conhecido. No entanto, podemos tentar encon-
trar um bom valor para A utilizando busca bindria. Nessa busca bindria, manteremos
dois valores de \: Aq, que inicialmente tera valor 0, e Ay, que inicialmente tera valor
> iep 2ier Cij- Excluindo-se casos triviais, com esses valores de A o algoritmo retorna
solugbes X e X, (respectivamente) com | X| > k e | Xs| < k. Ao executar o algoritmo
com o valor A i= 3 (A + A2), este retorna um conjunto de instalagées X. Caso | X| =k,
entao encontramos um A que garante uma 2-aproximacao. Caso contrario, atualizare-
mos o valor de A; ou de Ag: caso | X| > k atualizaremos o valor de A; e, caso | X| < k,
atualizaremos o valor de As.

Pararemos a busca bindria se encontrarmos A que garanta a abertura de k instalacoes

ouse g — A\ < eT};‘i“, onde € é um parametro da busca binaria e ¢y, € o custo da aresta
com menor custo nao nulo. Vamos assumir aqui que 0 < ¢y, < opt(/) e vamos mostrar
depois que é possivel encontrar uma solugao étima para o problema das k-medianas
métrico em tempo polinomial quando opt(/) = 0.

A seguir formalizamos o algoritmo que representa a busca binaria em .

O pseudocddigo para o algoritmo DUALFITTING-JMMSV estd presente na
Secao (3.3l Para cada solucao X devolvida por DUALFITTING-JMMSV também sao

produzidas varidveis @ € R” que serao utilizadas posteriormente. Note que BuUSca-
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Algoritmo 11 BUSCABINARIA (F, D, ¢, k)
1: )\1 <— 0, /\2 <— ZjeD ZiEF Cij
2: X1 < F; X2 <— @

3: Enquanto Ay — A\ > efﬁn faca

4: A %

5: fi+ A paracadai € F

6: X < DuALFITTING-JMMSV (F, D, ¢, f)
7 Se | X| = k entao

8: Devolva (X, 0)

9: Senao Se | X| < k entao

10: Ao )\; Xo+— X

11: Senao

12: M X X

13: Devolva (X, X5)

IFIZCij)

€Cmin

BINARIA, consome tempo polinomial para ser executado, uma vez que faz O(log
chamadas ao algoritmo DUALFITTING-JMMSV, que por sua vez é polinomial.
Agora, vamos provar o seguinte lema que nos permitira limitar as instancias as quais

iremos tratar.

Lema 4.5. Seja I uma instancia para o problema das k-medianas métrico. E possivel

decidir se opt(I) = 0 em tempo polinomial.

Demonstracao. Seja I = (F, D,c, k) uma instancia para o problema das k-medianas
métrico. Seja Z(i) == {j € D : ¢;; = 0}, ou seja, Z(i) é o conjunto de clientes que a
instalagao ¢ pode suprir com custo 0. Entao, para que opt(I) = 0, precisa existir S C F'
tal que |S| < ke Z(S) = ;es Z(i) = D.

Primeiro, vamos mostrar que, para iy,iy € F, se Z(i1) N Z(iz) # 0, entdo Z(iy) =
Z(iz2). Seja j € Z(iy) e L € Z(i1) N Z(iz). Entao ¢;,; = ciye = ¢iye = ciye = 0 €, pela

desigualdade triangular, vale que
Ciyj S Ciye + Ci e + Ciyj = 0.

Como todos os custos sdo nao negativos, entao ¢;,; = 0 e portanto j € Z(iz). Analoga-
mente, conseguimos ver que para todo j € Z (i), vale que j € Z(i1).

Seja S C F construido escolhendo uma instalagao para cada grupo de instalacoes
com o mesmo /, ignorando-se instalagoes com Z vazio. E evidente que S pode ser
construido em tempo polinomial. Vamos mostrar que opt(/) = 0 se e somente se
|S| <keZ(S)=D.
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Vamos mostrar apenas que opt(I) = 0 implica que |S| < k e Z(S) = D, uma vez
que a volta é trivial. Seja S* tal que custo(S*) = 0. Suponha sem perda de generalidade
que Z(i) # () para todo i € S*. Se S* = S, entdo a afirmagio é verdadeira. Suponha
S* # 5. Como Z(S*) = D nao é possivel ter S* C S. Para cada * € S*\ S, como
Z(1*) # D ei* ¢S, entao existe i € S tal que Z(i) = Z(i*). Entao, sejam A = SN S*
e B:={i € S :existei* € §*\ S tal que Z(i) = Z(i*)}. Note que Z(B) = Z(5*\ 9).
Assim,

Z(S)2Z(AUZ(B)=2Z(S"NS)uZ(S*\S)=2(S*)=D.

Como Z(S) C D, entao Z(S) = D. Além disso, como S nao tem duas instala¢oes com o
mesmo Z, entdao S = AUB. Portanto, |S| = |[A|+|B| < |S*NS|+|S*\S| = [S*| < k. O

A partir desse momento, vamos considerar que I = (F,D,c, k) é uma instancia
com opt(I) # 0 tal que BUSCABINARIA (F, D, c, k) termina com Ay — A\ < % e
| X1| > k > |X3|. Agora, iremos relacionar o custo das solugdes X; e X, encontradas
com o custo de opt([]).

Considere as variaveis a! e o? produzidas por DUALFITTING-JMMSV associadas
as solugbes X1 e Xy, respectivamente. Seja vf = %ﬁ ewy
jeDel =172 Sejam a =

Xy IXal-k
a,b > 0. Note que a|X;|+ b|Xs| = k. Portanto, k é combinagao convexa de | X;| e | X|.

= max(0, vﬁ—cz-j) parai € F,

E evidente quea+b=1e

| X1]—|X2] [X1[—|X2]"

Defina v := av! +bv? e w := aw! +bw?. Note que (v, w) é solugao vidvel do programa
linear utilizando custos de abertura Ay. Isso é verdade pois (v!, w!) também é
solugao vidvel desse dual quando utilizamos custos de abertura Ay e, portanto, (v, w)
¢ combinagao convexa de duas solucao viaveis de e ¢ um fato que o conjunto de

solugoes viaveis de um programa linear é convexo.

Lema 4.6. Seja (X1, X3) o par devolvido por BUSCABINARIA, com |X3| # 0. Seja
também a,b > 0 tal que a +b =1 e a|X1| + b|Xs| = k, entdo

a custo(X7) + beusto(Xs) < (1 + €)2opt(I).
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Demonstracao. Primeiro observemos que

custo (X7) <2 Zvjl — M| Xy

jeD >

=2 ZUJI—)\2|X1|> +2()\2—)\1) |X1|
jeD

< ! X € Cmin | x

_2 ZU]-—)\2| 1| + 2 ’F’ ’ 1’
Jj€D

<2 Zvjl-—/\2|X1|> +2eopt(])

jeD

onde a primeira desigualdade vale pela garantia do algoritmo utilizado para encontrar a
solucao X, a segunda vale pelo limitante imposto para As — \; ao final do algoritmo e a
ultima vale, pois ¢y < opt(I) e | X;| < |F|. Utilizando adicionalmente a desigualdade

andloga a primeira desigualdade s6 que para custo(Xs), deduzimos que

a custo(X) + beusto(Xsy) < 2a (Z v; — /\2]X1|> + 2acopt(l) +2b <Z v — )\2]X2]>

jeD jeD
= 22 (av] + bvi) — 2X; (alX1| + b|Xa|) + 2a copt(])

jeD
=2 (Z vj> — 2ok + 2a copt([])
jeD
=2 (Z vj — )\2k> + 2a eopt(I)
jeD

<2(1+€)opt(I)

onde a tltima desigualdade vale pois (v, w) é uma solugao viavel para o dual com custo

de abertura de instalacoes Ay e porque a < 1. O

Agora, vamos mostrar o algoritmo que utiliza o método de relaxagao Lagrangeana

e é uma 4(1 + €)-aproximagcao para o problema das k-medianas.

Lema 4.7. O algoritmo RELLAG-JV € uma 4(1+ €)-aprozimacdo para o problema das

k-medianas.

Demonstracao. E facil ver que o algoritmo é polinomial. As linhas 2 e 3 cobrem o
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Algoritmo 12 RELLAG-JV(F, D, ¢, k)
(X1, X3) + BUSCABINARIA(F, D, ¢, k)
Se X, = () entao
Devolva X;
a < %; b+
Se b > % entao
Devolva X,
X«<0
Para i € X, faga
X + X U{argminycx, ¢}
Se | X| < | X;| entao
Seja A C X, \ X tal que | X|+ |A] = | X3| escolhido arbitrariamente
X+~ XUA
: Seja S C X; \ X com |S| =k — | X3| escolhido aleatoriamente.
: Devolva X U S

| X1]—k
| X1]=X2]

e e e
Ll el

caso em que BUSCABINARIA, encontra A tal que o algoritmo de dual fitting para o
problema de localizacao de instalagbes abre exatamente k instalagoes (veja as linhas

7 e 8 de BUSCABINARIA,). Assim, podemos nos limitar a falar de instancias em que

BUSCABINARIA, termina com Ay — A\ < E“jlrjii‘“ e | Xy >k > |Xs|

As proximas linhas do algoritmo vao produzir uma solugao vidvel para a instancia
I = (F,D,c,k) do problema das k-medianas combinando as solugoes X; e Xo.

O algoritmo entao considera dois casos: um caso simples, em que b > %, e um caso
um pouco mais complicado, em que b < % Se b > %, entao devolve X5 como solucao

vidvel, uma vez que | Xs| < k. Usando b > % e o Lema , temos que

custo(Xs) < 2bcusto(Xs) < 2 (acusto(X7) + beusto( X))
<2(1+¢€)20pt(I) = 4(1 + €) opt({).

Agora precisamos mostrar que esse limitante superior também vale para a solucao
produzida pelo algoritmo no caso em que b < % Considerando X inicializado nas
linhas 7-9 do algoritmo, para cada instalacao i € X5, a instalacao h € X; que mini-
miza ¢;;, estard em X. E possivel que instalagoes de X, tenham como instalagao mais
proxima em X; a mesma instalacao. Em seguida, nas linhas 10-12, incluimos em X
instalagoes de X arbitrariamente até que |X| = |X3|. Apds isso, na linha 13, escolhe-
mos aleatoriamente um subconjunto de tamanho k — |X3| das | X;| — | X3| instalagoes

restantes de X; para incluir em X.
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Considere o custo de associacao esperado entre um cliente 7 e uma instalagao em X.
Seja i1 a instalagdo de X; mais proxima de j e i5 a instalagdo de X5 mais proxima

de j. Note que a probabilidade de #; ser aberta pela parte aleatoria do algoritmo
k—|Xa|
| X1]—]Xz]
com probabilidade pelo menos a, o custo de associacao de j para a instalagao mais

é = a, caso ela nao tenha sido aberta na primeira parte do algoritmo. Entao,

préxima em X é no maximo ¢;, ;. Com probabilidade no méximo 1 —a = b, a instalagao
i1 nao serd aberta. Assim, no pior dos casos, iremos associar j a uma instalacao aberta
no primeiro passo do algoritmo, em particular, a instalacao de X; mais préoxima a is.
Seja ¢ a instalacao de X; mais proxima a i5. Entao, pela desigualdade triangular, vale
que

Cij < Ciiy + Ciyj-

Pela defini¢ao de 7, sabemos que ¢;;, < ¢;,i,. Entao ¢;; < ¢4, + ¢4i,5. Novamente pela

desigualdade triangular, vale que
Civig < Ciyj + Ciyj
e, consequentemente,
Cij < Ciyj + Cigj + Cipy = c(j, X1) + 2¢(7, X2).
Assim, o custo de associacao esperado de j para a instalacao mais préxima em X é
Ele(j, X)] < ac(j, X1) + b (c(j, X1) + 2¢(j, Xz)) = c(j, X1) + 2bc(j, Xa).
Comob<%,entéoa:1—b>%e
Ele(7, X)] < 2(ac(j, X1) + be(j, X2)) .

Somando para todos os clientes j, temos

> Ele(j, X)] <) 2 (ac(j, Xi) + be(j, Xa)) = ( c(j, X)) +b> e 9,X2>
JjeD JjeD je€D jED

= 2 (acusto(X;) + beusto(Xz)) < 2(1 4 €)20pt(I) = 4(1 + €) opt(])

em que a ultima desigualdade vale pelo Lema 4.6 O]

Assim, temos uma 4(1 + €)-aproximagao aleatéria para o problema das k-medianas
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que utiliza o método de relaxacao Lagrangeana. Vamos agora desaleatoriza-lo.

A desaleatorizacao utiliza o método das esperancas condicionais. Nao precisamos
tratar o caso em que b > %, uma vez que ele é deterministico. Entao vamos tratar
apenas do caso em que b < %

No caso em que b < %, abrimos |X,| instalagoes de X; de maneira deterministica.
Apés isso, escolhemos aleatoriamente k — | Xs| instalagoes das |X;| — | X2| instalagoes
restantes de X;. Considerando X na linha 13 do algoritmo, seja X| := X; \ X. Para
uma escolha S C X com |S| < k — | X3/, vamos definir E(S, X] — S) o custo esperado
em que todas as facilidades em S s@o abertas e outras k — | Xs| — |S| instalagoes sao
escolhidas aleatoriamente de X{ — S. Como cada instalagdo de X{ \ S tem a mesma

chance de ser escolhida, temos que

E(S,X{\S)zﬁ SO RS U{iL X\ (SU ).

i€eX| -8

Isso implica que existe um i tal que E(SU{i}, X7\ (SU{i})) <E(S, X]\S). Assim,
para desaleatorizar o algoritmo, trocaremos a linha 13 de RELLAG-JV pelo seguinte

conjunto de linhas.

L X« X, \ X

S« 0

: Enquanto |S| < k — | X;| faga

i < argmines E(SU {i}, X7\ (SU{i}))
S+ Su{i}

4.3 Inaproximabilidade

Nesta secao vamos mostrar um resultado que, sob certa hipétese, limita inferiormente
a razao de aproximagao para os algoritmos do problema das k-medianas métrico. Esse
resultado é o Teorema 16.17 que se encontra na Sec¢ao 16.2 do livrco WS2011. Ele foi
provado por Jain, Mahdian, Markakis, Saberi e Vazirani [14].

Relembre o Problema que é a versao de otimizagao do problema de cobertura
de conjuntos. Vamos mostrar que, se existe uma «-aproximacao A para o problema
das k-medianas métrico com a < 1.735, ent@o existe uma (clnn)-aproximagido para
o problema da cobertura de conjuntos para uma constante ¢ < 1. Feige [6] mostrou
que a existéncia desse segundo algoritmo implica na existéncia de um algoritmo de-

terministico que leva tempo O(n®(°81°6)) para resolver instancias de tamanho n de
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qualquer problema em NP.
Vamos apresentar um algoritmo de aproximacao para o problema da cobertura de
conjuntos que utiliza varias chamadas ao algoritmo que é uma a-aproximacao para o

problema das k-medianas métrico.

Algoritmo 13 INAPROX-JMMSV(E,{S1,...,S.})

1: Para ¢ <— 1 até m faga

2 Para todo j € E faga

3 Se j € S; entao

4 Cij < 1

5: Senao

6: Cij < 3

7. Para k < 1 até m faca

8 Iy +0; D+ E; F <« [m]
9 Enquanto D # () faca

10: F’ + a-APROX-K-MED(F, D, ¢, k)
11: I, < I, UF'

12: D' «—{j€D:c(jF')=1}
13: F« F\F'; D« D\D

14: Devolva [}, que minimize |I|.

Seja I = (E,{S1,...,Sx}) uma instancia do problema da cobertura de conjuntos.
Para um £ fixo, o algoritmo cria uma sequéncia de instancias métricas para o problema
das k-medianas. Todas elas terao a mesma fungao de custo ¢ tal que, para todo ¢ € [m]
eje€l, c;=1seje€ S ec; =3 caso contrario. E facil notar que essa funcao é uma
métrica. A primeira instancia da sequéncia terd o conjunto de instalagdes F' = [m]
e o conjunto de clientes D := E. A ideia é que usamos o algoritmo a-APROX-K-MED
para encontrar um conjunto F’ C F de instalacdes que serdo abertas e existird um
conjunto D' C D tal que, para todo j € D', existe i € F’ tal que j € S;. Entao,
para construir a préxima instancia, usaremos o conjunto de instalagoes F' \ F’ e o
conjunto de clientes D \ D', que representam os subconjuntos de E que ainda podem
ser escolhidos e os elementos de E que ainda nao foram cobertos, respectivamente. Isso
acontecera sucessivamente até que todos os elementos de E sejam cobertos, ou seja,
até que D = ). Queremos escolher k* instalacoes em cada chamada do algoritmo do
problema das k-medianas, em que k* = opt(I). Como é dificil saber o tamanho de uma
cobertura de conjuntos 6tima, vamos rodar essa rotina para todo k € [m], ou seja, para
todos os candidatos para o tamanho k* de uma cobertura de conjuntos 6tima para essa

instancia.
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Teorema 4.8. Se existe uma a-aprorimacao para o problema das k-medianas com
a < 1.735, entdo INAPROX-JMMSV € uma (clnn)-aproximagdao para o problema de

cobertura de conjuntos com ¢ < 1 quando n ¢é suficiente grande.

Demonstracao. Seja k* o tamanho de uma cobertura de conjuntos 6tima da instancia
(E,{S1,...,Sn}) do problema de cobertura de conjuntos. Suponha que estamos na
iteracao k* do laco Para e na iteracao ¢ do laco Enquanto do algoritmo INAPROX-
JMMSYV. Seja Dy e F; os conjuntos D e F' no comeco dessa iteracao do laco Enquanto.
Seja ng == |Dy|. Note que existe uma solugao para a instancia (F, Dy, ¢, k*) do problema
das k-medianas com custo n, em que abrimos todas as instalagoes que representam
subconjuntos que estao em uma mesma resposta étima da cobertura de conjuntos. Seja
F] o conjunto das instalagoes devolvido pela chamada de a-APROX-K-MED na linha 10
e D) o conjunto de clientes encontrado na linha 12. Denote p; == | D}|/n,. E fécil notar

que o custo da solucao Fj é
peng + 3(1 — pe)ng < anyg

e, portanto,
3—2py < a.

Seja ¢ uma constante entre 0 e 1 que vamos escolher depois. Suponha que

pe<1— ez para algum ¢. Entao
1+2 ¢ <3—2p<a.

O valor de ¢ que maximiza o lado esquerdo da desigualdade é ¢ proximo de 1 e teremos
1.735 < a < 1.735 o que é um absurdo. Note que o lado esquerdo da desigualdade
é quem nos traz o valor do resultado de inaproximabilidade para o problema das k-
medianas.

Agora, vamos mostrar que, se py > 1 — ee para todo ¢, entao INAPROX-JMMSV
devolve uma (¢’ Inn)-aproximagao para o problema da cobertura de conjuntos com

¢ < 1. Vamos chamar de r a quantidade de iteragoes que o lago Enquanto realiza. E

evidente que |Iy+| < k*r, logo a razao de aproximagao desse algoritmo é no méximo r.
Para todo ¢ vale que p, > 1 — e’%, entao temos que 1 < cln (1%]3) Note que nyy 1 =

ne(l — pg) e n, > 1. Assim, vale que ng H;;ll(l — pe) = n, > 1 e, consequentemente,
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In (Hr:l 1 ) <Inn; = Inn. Assim,

r—1
1
T—(T—1)+1<021n(1 p)+1§clnn+1§c’lnn,
— Pt
/=1

em que a ultima desigualdade vale para algum ¢ € (¢, 1), uma vez que, pelo enunciado
do teorema, podemos assumir que n ¢é suficientemente grande.
Assim, temos uma aproximacao para o problema de cobertura de conjuntos com

razao de aproximacao estritamente menor que Inn para n suficientemente grande. [

Juntando esse resultado com o resultado do Feige, temos que a existéncia de uma
a-aproximacao para o problema das k-medianas métrico com « < 1.735 implica a
existéncia de um algoritmo deterministico que leva tempo O(no(loglog”)) para todo

problema NP-completo.
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5 Algoritmo de Li e Svensson

Nessa secio vamos falar sobre o algoritmo que é uma (1 + v/3 + €)-aproximacao para o
problema das k-medianas métrico, desenvolvido por Li e Svensson [21].

O método do algoritmo é dividido em duas componentes principais de interesses
independentes. Na primeira, é mostrado que, para obter uma (« + €)-aproximacao para
o problema das k-medianas métrico, é suficiente obter um algoritmo polinomial A tal
que, dado uma instancia I = (F, D, ¢, k) do problema das k-medianas métrico, encontra
um conjunto S C F com |S| = k4 O(1) em que custo(S) < aopt(f). A segunda
componente complementa a primeira, encontrando tal algoritmo A com o = 1 + /3 + .

Primeiramente, vamos definir e relembrar definigbes que serao necessarias. Seja
I = (F,D,c, k) uma instancia do problema das k-medianas métrico. Uma pseudo-
solugao de I é um conjunto S C F'. Dizemos que uma pseudo-solucao S é uma solugao
d-aditiva se |S| < k+d. Se S é uma solucao 0-aditiva, entdo S é uma solucao. Falare-
mos que um algoritmo que produz uma solugao d-aditiva com custo no maximo a opt (/)
¢ uma a-aproximacao d-aditiva para o problema das k-medianas. Em varios momentos
precisaremos falar sobre clientes ou instalagoes que estao proximos, por isso, defini-
mos, para qualquer p € FUD e r > 0, os conjuntos FBall(p,r) == {i € F : ¢(p,i) <r}
e DBall(p,r) =={j € D:c(p,j) <r}. Além disso, utilizaremos o algoritmo BuUSCA-

BINARIA, e o Lema [4.6| da Secao [4.2.1}

5.1 Obtencao de solucoes a partir de solucoes aditivas

Essa secao foca na primeira componente do método. Queremos provar o seguinte teo-

rema.

Teorema 5.1. Seja A uma a-aproximacdo d-aditiva para o problema das k-medianas
métrico, para algum o > 0. Entdo, para todo € > 0, existe uma (« + €)-aproximagao

para o problema com tempo de execucido O(n®\¥9)) vezes o tempo de execucio de A.

Existem instancias para as quais abrir instalacoes adicionais pode diminuir muito o
valor da solucao. Podemos observar isso na instancia a seguir em que as bolas pretas
representam os clientes e as bolas vermelhas representam as instalagoes. As arestas

desenhadas tém custo 0 e as outras arestas entre clientes e instalagoes tém custo M,
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sendo M um numero positivo qualquer.

! !
Para k& = 1, podemos notar que uma pseudo-solucao T' com |T| = 2 tem custo 0,

enquanto o custo da solugao 6tima é 4M. Por isso, vamos fazer um pré-processamento
na instancia para evitar que abrir um nimero constante de instalacoes a mais nao
aumente muito o custo da pseudo-solucao encontrada. Para isso vamos definir o conceito

de instancias esparsas.

Definig¢ao 5.2. Para f > 0, uma instincia I = (F, D, c, k) do problema das k-medianas

métrico € [-esparsa se, para cada instalacao i € F, vale que
(1 —=¢&)c(i,S") |IDBall(i, (i, S™))| < B, (25)

em que £ = 1/3 e S* é uma solug¢ao dtima para a instincia I. Também dizemos que

uma instalagdo i € P-densa se ela viola ([25)).

Veremos que qualquer solucao d-aditiva para uma instancia esparsa pode ser trans-
formada em uma solucao sem aumentar muito o seu custo. Além disso, também veremos
que é possivel transformar qualquer instancia em uma instancia esparsa sem perder in-
formacoes que julgaremos importantes sobre a instancia original.

Entao, a ideia final é que receberemos uma instancia I do problema das k-medianas
métrico e criaremos uma instancia I’ opt([)/t-esparsa a partir de I, para algum inteiro ¢.
Em seguida, utilizaremos o algoritmo A que é uma a-aproximagao d-aditiva em I’ e,
com a solucao d-aditiva devolvida, construiremos uma solucao para a instancia I com
custo no maximo (« + €) opt(I). O valor de ¢ vai depender do valor de € > 0 escolhido

e do valor de d.

5.1.1 Instancias esparsas

A ideia do algoritmo que constréi instancias esparsas é devolver vérias instancias do pro-
blema das k-medianas construidas retirando instalagoes da instancia recebida. De todas
essas instancias devolvidas, o método garante que alguma delas carregue informagoes

importantes da instancia original.
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Algoritmo 14 ESPARSA(F, D, ¢, k,t)
1. 7 « (Z)
2: Para toda sequéncia de pares de instalagoes (iy, %), (i2,43), ..., (iy, 1) com t' <t
faga
F'« F\U"_, FBall(i,, c(i., i7))
I+ ZU{(F',D,ck)}
5: Devolva 7

Lema 5.3. Dada uma instancia I = (F, D, ¢, k) do problema das k-medianas métrico

o(t)

com n = |F| e um inteiro positivo t, o Algoritmo ESPARSA devolve em tempo n um

conjunto de instancias do problema das k-medianas métrico em que pelo menos uma,
digamos I' = (F' C F, D, c, k), satisfaz

1. uma solucao dotima de I também é uma solucao dtima de I'; e
2. I' € opt(I)/t-esparsa.

Demonstracdo. E facil notar que o algoritmo seleciona n°® sequéncias de pares de

o)

instalagoes e pode ser implementado para executar em tempo n Considere uma

sequéncia maximal (iy1,14}), (i2,43), ..., (ir, ;) tal que, para todo b =1,...,¢, vale
e i, € F\ U2} FBall(i,, c(i,,7.)) é uma instalagiio opt(I)/t-densa; e
e i; ¢ ainstalagao em S* mais proxima a i, sendo S* uma solucao étima de 1.

Seja I' .= (F',D,c, k) com F' .= F\ Ui:1 FBall(i., c(i-, ). E facil notar que uma
solucao 6tima de I também é solucao 6tima de I’, uma vez que S* C F’. Também é
facil notar que I’ é uma instancia opt(/)/t-esparsa, caso contrario a sequéncia nao seria
maximal.

Agora, precisamos mostrar que a sequéncia (iy,7}), (ia,73), ..., (i¢,i;) estd en-
tre as sequencias escolhidas por ESPARSA, ou seja, mostrar que ¢ < t. Seja
B, = DBall(i,, &c(i,, %)) e w tal que 1 < 2z < w < £. Vamos mostrar que B, N B, = 0.
Note que

(i, i) < i, %) < i, iz) 4 c(iz, %) < 2¢(i, 12), (26)

em que a primeira desigualdade vale uma vez que ¢, é uma instalagao de S* mais
proxima a 7,, a segunda desigualdade vale pela desigualdade triangular e a terceira

vale pois 4, &€ FBall(i, c(i,,7%)). Seja j um cliente em B,. Vale que

iz, ) < c(iz, J) + i, J) < Ec(iz, 07) + c(iw, J), (27)
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em que a primeira desigualdade vale pela desigualdade triangular e a segunda vale pela

definicao de B,. Assim,

Clig, J) > iy, ) — Ec(is,12) > iy, i) — £, 12) = 26¢(iy, 1) = EC(lw, 1),

em que a primeira desigualdade vale por , a segunda desigualdade vale pois
iw & FBall(i,, c(i,, %)) e a ultima d681gualdade vale por . Portanto, j ¢ B,,. Agora
que mostramos que as bolas de clientes nao se 1ntersectam, vamos mostrar que isso

implica que ¢ < t. Seja h* uma instalacao de S* mais préxima a j. Vale que

C(j7 h*) > C(iza h*) - C(izaj) > C(iz, h*> - 5C(iz,iz)
> iz, i) — §cliz, i7) = (1 = §)eliz, i7),

em que a primeira desigualdade vale pela desigualdade triangular, a segunda vale pois
J € B, e a terceira vale pela defini¢ao de ;. Como isso vale para qualquer 1 <z < /e

qualquer j € B,, temos que

opt(I) = e(,S) =D ) e, 8%) > Y (1= &)eliz, i7)| Bel.

jeED z€[l] JEB: z€4]

Como i, é opt(I)/t-densa, entao

opt(1) > 3201~ €)efie. 1B 2 3 P iy !

z€l] z€l(]
Assim, concluimos que ¢ < t. O]

Logo, conseguimos transformar uma instancia I qualquer em uma instancia I’

o(t)

opt([])/t-esparsa em tempo n®" | para qualquer t inteiro, mantendo o seu valor étimo.

5.1.2 Solucgoes para instancias esparsas a partir de pseudo-solucoes

O seguinte algoritmo sera responsavel por, a partir de uma solucao d-aditiva 7 para uma
instancia [-esparsa, encontrar uma solucao para essa instancia com custo nao muito
maior do que o custo de 7. O algoritmo serd dividido em duas partes. Na primeira
delas, removeremos instala¢oes de 7 que nao aumentem muito o custo da solugao. Caso
seja possivel remover instalagoes assim até que o tamanho de 7 seja menor ou igual a k,
entao ja obtemos uma tal solucdo. A segunda parte sé serd executada se nao for possivel

remover instalagoes a ponto de transformar 7 em uma solucao. Nisto, iremos enumerar
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varios conjuntos de k instalagoes de modo que um deles garantidamente estard proximo
de uma solucao 6tima.

O algoritmo recebe uma instancia I [-esparsa, uma solucao 7T d-aditiva, um
inteiro ¢ e um ndmero § € (0,1/8), e devolve uma solugdo S para I tal que

custo(S) < max {custo(7) + dB, 330pt(I)}, onde B =2- 5+Cus§§(7’)/t

Algoritmo 15 PSEUDO-PARA-SOL-Esp(I = (F, D, c, k), T,t,0)
LT T, Be 2. trmeml
2: Enquanto |7'| > k e existe i € T7 tal que custo(7" \ {i}) < custo(7’) + B faga
T« T\ {i}
Se |T'| < k entao
Devolva S < T’
Para todo @ C T eV C Ftal que |Q|+|V|=ke|V|<tfaca
SQy +«—V
Para cada i € () faga

10: Seja f; uma instalacao em FBall(i,§L;) que minimiza

Z min{c(fi, 7),¢(4,V)}

j€DBall(3,L;/3)

@

11: SQ,V < SQ,V U {fl}
12: Devolva S < argming, ,, custo(Sg,v)

Lema 5.4. Para uma instincia S-esparsa I = (F, D, c, k), uma solu¢do d-aditiva T,
um mtezm t > ?—? e um numero 6 € (0,1/8), PSEUDO-PARA-SOL-ESP encontra em
tempo tn°® | onde n = |F|, um conjunto S C F tal que

o |S|<k;e

e custo(S) < max {custo(T) + dB, }Jrggopt I}, onde B=2- 5+CHS§2(T)/t‘

A prova do Lema serd dividida em vérios lemas. O primeiro deles ira provar a

delimitagao no tempo de execucao do algoritmo.

Lema 5.5. Para uma instincia S-esparsa I = (F, D, c, k), uma solu¢ao d-aditiva T,
um inteiro t > 24 ¢ um naimero § € (0,1/8), PSEUDO-PARA-SOL-ESP leva tempo

43
o(t)

tn®Y para executar, onde n = |F|.

Demonstracao. E evidente que o Enquanto da linha 2 executa no maximo d iteragoes,

uma vez que 7 é uma solugao d-aditiva e em cada iteragao uma instalagao é removida
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de 7’. Entao, suponha que, apds remover instalacoes cuja remo¢ao nao aumenta muito
o custo de T, obtemos um conjunto 7" C 7 em que |7’| > k. Assim, o laco Para da
linha 6 é executado. O nimero de iteragoes desse lago é igual ao nimero de pares de
conjuntos Q@ C 7' eV C F com |Q|+ |V]| =k e |V]| <t. A quantidade desses pares é

2 ()5 (07

> (5207

I
RS
LI

(k? + d)(d-l—ﬂ)nf

(]

T
= o

1 (@+20)

(]

T
= o

~
Il
o

em que a primeira e a terceira desigualdades valem uma vez que |T'| < k+d < n.

Assim, temos no méximo tn3 = tn°® iteracées do laco da linha 6. O

Agora precisamos mostrar que o conjunto S C F' devolvido por PSEUDO-PARA-
SoL-Esp satisfaz o que é proposto pelo Lema Vamos separar no caso em que S
¢ devolvido na linha 5 e em que S é devolvido na linha 12. Caso S seja devolvido na
linha 5 é evidente que |S| < k e que custo(S) < custo(T) + dB. Caso S seja devolvido
na linha 12 também é evidente que |S| < k, mas nao é evidente que o custo de S satisfaz
o que é proposto. Como chegamos no laco Para da linha 6, entao temos um conjunto
T'CT com |T'| > k e que custo(7” \ {i}) > custo(T") + B, para todo i € T'. Assim,

iremos mostrar conjuntos Qo € 7' e Vo C F com |Qo| + [Vo| = k e |Vo| < ¢ tais que

1+30

mopt([ ). Para mostrar esses conjuntos usaremos o seguinte conceito.

custo(Sg,.vp) <

Defini¢ao 5.6. Para toda instalagio i € T', seja L; = (i, T'\{i}) e l; = c(i,5%), em
que S* € uma solucao otima de I. Dizemos que uma instalacdo i € T’ € determinada
se Ez < 5Lz

Vamos entao definir os conjuntos Qg e V5. O conjunto @)y é formado pelas instalagoes
determinadas de 7'. Seja f; uma instalagdo de S* mais préxima de 4, para cada i € Q.
Definimos, entao, Vo := S* \ {fF : i € Qo}. A intuicdo dessa escolha é que a solugao

SqQo.v, ¢ muito proxima de S*, uma vez que as instalagoes de ()y tém instalagoes de
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S* em uma vizinhanca muito proxima e as instalagoes de Vj sao instalagoes de S*.
Precisamos provar que os conjuntos )y e Vj sao selecionados pelo algoritmo, ou seja,
que |Qo| + |Vo| = k e |Vo| < t.

Lema 5.7. Sejam Qo e Vi 0s conjuntos definidos no pardgrafo anterior. Vale que

|Qo| + |Vo| = k.

Demonstracao. Note que
{7 i€ Qo + Vol = [S™] = F,

em que f* é uma instalacao de S* mais proxima a ¢ e estamos assumindo sem perda
de generalidade que |S*| = k. Mostraremos que |Qo] = |{fF : i € Qo}|. Para isso,
¢ suficiente mostrar que, para duas instalacoes 4,7’ € Qo distintas, vale que f # f.
Suponha, por absurdo, que f; = fi. Note que ¢(i,7') > max{L;, Ly}. Como ambas
instalagoes sao determinadas, entao

1
c(i,7") > max{L;, Ly} > 5 max{/;, ly} > 8max{l;, ly}.
Além disso, pela desigualdade triangular, vale que
C(i7 Z,) S C(iv fz*) + C<i/a fz*) = C(ia fz*) + C(i/7 f;) = Ez + gi’ S 2 max{giv gz’}

Assim, temos que
8 max{l;, (i} < c(i,i") < 2max{l;, ly}

o que é um absurdo, uma vez que todos os custos sdo nao negativos e i # i’. Entao,
f& # fi para todo 1,7 € Qo distintos e, consequentemente, |{f:i € Qo}| = |Qol-
Logo, |Vo| + |Qo| = k. O

Para garantir que os conjuntos serao escolhidos pelo algoritmo em algum momento,

precisamos mostrar que |Vp| < t.

Lema 5.8. Sejam Qo e Vy os conjuntos definidos no pardgrafo anterior ao Lema|5..
Vale que |Vp| < t.

Demonstragao. Como |Vy| = k — |Qo| e as instalagoes de 7' podem ser particiona-
das em determinadas e nao determinadas, entao vale que |Vo| =k — (|77| — |Us]) em
que Uy é o conjunto das instalagoes nao determinadas de 7'. Como |T’| > k, entao

[Vo| < |Uo|. Vamos mostrar que |Uy| < ¢t. Suponha, por absurdo, que |Up| > t. Seja

69



Ci:={j €D :i=argmingcy cy;} para todo ¢ € T’, ou seja, o conjunto de clientes
J g eT' Cirjg P

tais que a instalagdo de 7' mais proxima a eles é i. Seja também C; = > jec; Cij-

Entao, custo(7") = >_,c Ci. Seja i uma instalagao de Uy com menor C;. E evidente

que C; < custo(77)/t, uma vez que |Uy| > t. Seja ¢ uma instalagdo de 7'\ {i} mais

préxima a 7. Vamos analisar o custo resultante ao remover ¢ de 7’ e conectar os clientes

em C; a . Vamos analisar particionando os clientes de C; em duas partes.

e C; N DBall(i,0¢L;). Como i nao é -densa, vale que (1 — &)¢;|DBall(i, £6;)| < 5.
Além disso, como i nao é determinada, entao 0L; < /; e, consequentemente,
DBall(i, 0 L;) € DBall(i,£¢;). Assim,

(1 —&)0L;|DBall(i, £6L;)| < (1 — £)¢;|DBall(i, ;)| < .

Multiplicando por (1 + 6¢) e dividindo por §(1 — &), temos que

1+ 0¢ B
B< o
0§

(1+ 6¢)L:|DBall(i, £5L;)| < S8

em que a ultima desigualdade vale pois 1 4+ 06 < 2 e & =
j € C; N DBall(i, 06 L;). Pela desigualdade triangular vale que

1 .
3. Seja

c(@,5) <cli,j)+c(i, i) = c(i,j) + Ly < 6L; + L = (1 + 6€) L.

Portanto, a soma do custo de associar todos os clientes em C; N DBall(, 06 L;) a
instalagdo i’ é no méximo |C; N DBall(i, 66 L;)|(1 4 6¢)L; < .

e C; \ DBall(i, 06 L;). Seja j € C; \ DBall(i, 6£L;). Como, pela desigualdade trian-
gular, ¢(i',j) < ¢(i,7) + c(i,i') < c(i,j) + L; e, pela escolha de j, c(i,j) > 6&L;,
entao

C(ilaj) B C(Z,j) < L; o 1
c(i, 7) = 6L, OE
Logo, conectar um cliente em C; \ DBall(i,0£L;) a i aumenta o custo em uma

razao de no maximo . Assim, associar todos os clientes em C; \ DBall(i, 6§ L;) &

3
. , . . ., , . 1, ’
i’ aumenta o custo em no maximo %7 que pela escolha de ¢ é no maximo %éﬂ.
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Assim, juntando o aumento do custo de cada uma das partes, temos que

CUStO(T/ \ {Z}) S CUStO(T’) + 6 + cuztgo(’]'/)/t
< custo(T7) + B+ (Cusm((sz) +dB)/t
_ ~ B +custo(T)/t dB
= CUStO(T) + 55 + ﬁ
/ B dB 1
= custo(7T") + — E?
< custo(7") + B —l— Cé.—?g—g < custo(7") +

Isso é um absurdo, pois conseguiriamos retirar ¢ de 7' nas linhas 2-3 do algoritmo.

Portanto, |Uy| < t e, consequentemente, |Vp| < t. O
Para completar a prova do Lema [5.4] vamos mostrar o seguinte lema.

Lema 5.9. Sejam Qo e Vo o0s conjuntos definidos no pardgrafo anterior ao Lema [5.7

Vale que
1+36

<
—1-30

custo(Sgy.vi) opt(1).

Demonstragao. Seja j um cliente em DBall(i, L;/3) e, seja h uma instalagdo em
FBall(z,0L;). Vale que

L; 1
c(h,j) < c(i,j) + c(h,i) < 5 oL = 6+ g)Lz

Seja i € Qp \ {i} e b’ € FBall(¢,dL;). Vale que

c(l',j) = c(i, h) — (i, j) = (i, @) — (W, 7') — (i, )
L (i, )
3
>

> c(i,i') — 0Ly — = > c(i,i') — dc(i, 1) — 3

o) o)

em que as duas primeira desigualdades valem pela desigualdade triangular e as outras

valem pela definicao de L; e de L. Concluimos que

c(h, j) < G + 5) L; < (g — 5) Ly < c(W, j)
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em que a segunda desigualdade vale pois § < Como, para todo i € @, vale que
f# € FBall(i, dL;), entdo, para todo i € Qg \ {i}, temos que c(f,j) < c(f5,7), em que

fi é a instalacdo de S* mais préxima a i. Entao para um cliente j € DBall(i, L;/3)

oo~

a instalacao de S* mais proxima a ele serd f ou alguma instalagao de V. Assim,
para j € Ueq, DBall(i, Li/3), vale que c(j, Sq,v,) < ¢(j,5%). Seja j um cliente que
nao estd em (J;co, DBall(i, L;/3). Caso a instalacdo de S* mais préxima a j seja
uma instalagdo em Vp, entao c(7, Sg,.vp) < ¢(J, Vo) = ¢(7,5*), uma vez que Vo C Sg,.14-
Caso contrério, entao a instalacao de S* mais proxima a j é f para algum i € )y, uma
vez que Vo =S*"\{ff:i€Qo} . Como i € Qo ¢, por definigdo, determinado, entao
f € FBall(i,dL;). Pela desigualdade triangular, temos que c(i, j) < (i, f) + c(fF,j) e
c(g, ff) > cliyj) —cli, f¥) > e(i,j) — 0L;. Seja f; € FBall(i,0L;) a instala¢do escolhida
na linha 10 do algoritmo para a instalagao ¢ € ()y. Pela desigualdade triangular, vale
que c(j, f;) < c(i,7) + c(i, fi) < c(i,j) + 0L;. Assim,

C(flvj)
C(ff,])

< = .

E f4cil ver que a segunda desigualdade vale uma vez que c(i,j) > L;/3. Seja S a solucao

devolvida na linha 12 e seja DB = (J;.,, DBall(i, L;/3). Portanto, vale que

custo(S) < custo(Sg, 1) = Zc(j7 SQo.ve)

jebD
- Z c(J, SQOaVO> + Z c(J, SQ(NVO)
jeDB j¢DB
. 1+30 .
< * *
jeDB j¢DB
1430
< t(1
< T350Pt),
em que a ultima desigualdade vale uma vez que %} > 1. O

Assim, esta provado o Lema 5.4.

5.1.3 Combinando os algoritmos

Agora, utilizaremos os algoritmos mostrados nas Segoes 5.1.1 e 5.1.2 para provar o
Teorema 5.1. Suponha que temos um algoritmo A que é uma a-aproximagao d-aditiva

para o problema das k-medianas métrico. O seguinte algoritmo, parametrizado em e,
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¢ uma (a + €)-aproximagao para o problema das k-medianas métrico com tempo de

execucio O(nP@<)) vezes o tempo de execucio de A.

Algoritmo 16 PSEUDO-PARA-SOL.(F, D, ¢, k)

Escolha o maior & € (0,1/8) tal que 2 < o

. od

1:

2:

3: T < ESPARSA((F, D, c, k),t)

4: Para cada instancia I’ € 7 faga
5: T < A([/)
6
7
8

Sy < PSEUDO-PARA-SOL-EsP(I’, Ty, t,0)

: § 4= argming,, custo(Sy)
: Devolva S

E f4cil perceber que o tempo de execucio desse algoritmo é O(n®¥) vezes o tempo

de execucao de A, uma vez que temos n?® = pOd/e

instancias em Z e, para cada uma
delas, executamos o algoritmo A uma vez. Além disso, executamos PSEUDO-PARA-
SoL-EsP para cada solucao devolvida por A. Cada uma dessas execugoes toma tempo
O(tnPW) = O(4 n%@)), o que totaliza n? /) . O(4 nO@/)) = O nOld/9).

Agora mostraremos que PSEUDO-PARA-SOL, é uma (« + €)-aproximagao para o
problema das k-medianas métrico. Seja [ = (F, D, ¢, k). E evidente que o conjunto S
devolvido é uma solugao viavel para a instancia I do problema das k-medianas métrico.
Precisamos mostrar que custo(S) < (a + €) opt(I). Seja I’ a instancia que satisfaz as
propriedades do Lema [5.3] Como A é uma a-aproximacao d-aditiva para o problema
das k-medianas métrico, vale que custo(7) < aopt(l’) = aopt(/). Como vale que I’ é
uma instancia opt(7)/t-esparsa, § € (0,1/8) et = [2- 551 > ?Z, entao, pelo Lema
vale que

custo(S) < custo(Sy)

< max {custo (Tr) +d- 20pt(I) tg;StO(ﬂ/>, 1f2§opt(f)}
<m {aopt ) + opt(I )Z_éd OéOPt(I)}
< max {(a + €) opt(I), wopt(I)} < (o + €) opt(I).

Assim, o Teorema 5.1 estd provado.
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5.2 Uma aproximacao aditiva

Nessa secao vamos apresentar um algoritmo que é uma (14+/3+¢) aproximacao O(1/¢)-
aditiva desenvolvida por Li e Svensson para o problema das k-medianas métrico. Esse
algoritmo faz o papel do algoritmo A presente na linha 5 do Algoritmo 16.

Vamos relembrar o algoritmo BUSCABINARIA, (Algoritmo , que recebe uma
instancia I = (F, D, ¢, k) do problema das k-medianas métrico e devolve dois conjuntos
X1, Xy CF. Se |X3] = 0, entdao X; é uma solu¢do com custo no maximo duas ve-
zes opt(I). Se |Xs3| # 0, entao | X;| > k > | X5 e, pelo Lema , para a = % e
b= %, vale que a custo(X7) + bcusto(Xsy) < 2(1 + €) opt(I).

Sejam (x1,y1) e (z2,y2) solugdes (ndo necessariamente vidveis) do programa linear
relaxado que representam X; e Xs, respectivamente. Chamamos de solucao bi-
point a solugdo (ax; + bxe, ay; + byz), ou seja, a solu¢do que é combinagdo convexa de
(x1,y1) e (x2,y2) com coeficientes a e b. E f4cil mostrar que essa solugdo é realmente
viavel para o programa linear relaxado. E evidente que o valor objetivo dessa solucao é
igual a a custo(X;) + bcusto(X3) que por sua vez é no maximo 2(1 + €)opt(7). Vamos
utilizar essa solu¢ao para construir uma solugao inteira O(1/¢)-aditiva.

E conveniente pensarmos na solucio bi-point como um grafo (X1, X3)-bipartido em
que para cada cliente j temos uma aresta que liga i1(j) e i2(j), em que i1(j) é uma
instalagao de X; mais préxima a j e iz(j) é uma instalacdo de X, mais préxima a j.
Seja ¢ : X7 — X5 tal que ¢(iy) = argmin,,cx, c(i1,72), ou seja, a funcdo que mapeia
cada instalacao em X; a uma instalagdo em X, mais proxima a ela. Vamos particionar
os elementos de X; com base na funcao ¢. Para cada iy € X,, criamos uma parte
L(is) = {i1 € Xi : ¢(i1) = i2}. Vamos nos referir a L(iz) como as folhas de uma estrela

com centro 1,.

A figura acima é uma representacao do grafo bipartido associado a solucao bi-point.
As arestas grossas sao os clientes que formam as arestas da estrela. A aresta fina

representa um cliente j tal que i;(j) & L(ia(j)).
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Algoritmo 17 Pseupo (I = (F, D, c,k))
D€
3(1+v/3)
. (X1, X2) + BUSCABINARIA. (F, D, ¢, k)

: Se | X;3| = 0 entao

Devolva X;

k—|Xo| . | X1]—k
PAEP AR AR

: Se b > 1+2\/§ entao

1

2

3

4

5 a <
6

7 Devolva X,

8 Seb< % entao

9 Devolva B-PEQUENO(/, X1, X3, a,b)
10: Senao

11: Devolva B-MEDIO (], X1, X5, a,b)

As funcoes B-PEQUENO e B-MEDIO serao definidas posteriormente junto com as suas
explicagoes.

Seja X a solugao devolvida por PSEUDO, utilizando a instancia [ = (F, D, ¢, k) como
entrada. Vamos mostrar que custo(X) < (1 +v/3 + €)opt(I) e que | X| < k+ O(1/¢).

Se X foi devolvido na linha 3, entéo custo(X) < 2opt(/) e | X| = k. Caso X nao
tenha sido devolvido na linha 3, o algoritmo segue caminhos diferentes dependendo do
valor de b. Vamos entao descrever as fungoes nao definidas e explicar o algoritmo para

cada um dos intervalos delimitados para o valor de b.

€

3(1+V3) "

Note que a funcao BUSCABINARIA foi utilizada com parametro ¢ = Assim,

vale que

a custo(X7) + beusto(Xs) < 2(1+ €)opt(I) = 2(1 + Jopt(1).

3(1+/3)

Caso b >

2 .
4+V3 7
Neste caso, devolvemos X na linha 6 do algoritmo ¢ X = X,. Portanto, | X| = |Xs| < k.

Além disso,

custo(Xs) < —(acusto(X;) + bcusto(X3))

1

5
21+ Yopt(l)
b 3(144/3)

<(1+\/§)(1+1+\/3

IN

Jopt(I) = (1 + /3 + €)opt([).
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Casobg%:

Neste caso, executamos a funcao B-PEQUENO, onde a escolha aleatéria da linha 16 é

feita de acordo com a distribuicao uniforme.

Algoritmo 18 B-PEQUENO(/, X1, X5, a,b)
1 X+ X,
2: Xé — X5
3: Para cada i € X} tal que |L(i)| = 1 faga
4: X« XUA{L®)}\ {7}
Xp X3\ {1}

ot

6: cap < k — | X|

7. Enquanto X, # () faga

8 Se cap < 0 entao

9 Devolva X

10: i 4 argmiliex; Y ;¢ 5 %
11: X« X5\ {i}

12: Se |L(i)] — 1 < cap entao

13: X «— XUL®%)\{i}

14: cap < cap — (|L(i)| — 1)

15: Senao

16: Seja R C L(i) com |R| = {% : |L(z)|—‘ escolhido aleatoriamente
17: X+~ XUR

18: cap < cap — (|L(2)] — 1)

19: Devolva X

O conjunto 0(L(7)) representa todos os clientes j tais que 7;(j) € L(i). Durante o
algoritmo, consideramos que X é o conjunto de instalagoes abertas. O algoritmo tem
como invariante a seguinte propriedade: se a instalacao i € X5 estiver fechada, ou seja,
i ¢ X, entdo todas as instalagbes em L(i) estao abertas, ou seja, L(i) C X. Note
que isso é verdade, uma vez que inicializamos X como X5, e sempre que tiramos uma
instalagao i € Xy de X colocamos em X todas as instalagoes de L(7).

A ideia quando o valor de b é pequeno é que o tamanho de X; é préximo de k, logo
podemos abrir muitas instalagoes de X;. Vamos comegar com X5 como solucao inicial e
vamos escolher, quase gulosamente, estrelas para trocar o seu centro pelas suas folhas.

Seja j um cliente qualquer e i € X5 tal que i1(j) € L(i). O custo de conexao do
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cliente j é ¢(j, X1) caso i1(j) esteja aberta e no maximo

c(i, j)

| /\

c(i,11(4)) + c(i1(j), J)
c(i1(4),i2(4)) + c(i1(4), J)
2¢(i1(j),7) + clia(f), 5) = 2¢(f, X1) + (4, Xa)

IA I/\

caso contrario, em que a primeira e a terceira desigualdade valem pela desigualdade
triangular e a segunda desigualdade vale pela definicao de L(7). Assim, toda vez que
escolhemos uma estrela cujo centro i serd fechado e cujas folhas serao abertas, di-
minuimos o limitante superior do custo da solugao em ;s o (c(j, X1) + ¢(j, X2)).
Assim, podemos formular um programa linear para escolher para quais estrelas fecha-
remos o centro e abriremos as folhas, a fim de maximizar o quanto podemos diminuir

esse limitante superior a partir da solucao inicial Xs.

Maximize Z Z c(g, X1) + c(7, X2))z;

1€X2 jeO(L(3))

sujeito a Y a(|L(i)| — 1) < k — | X
1€Xo
OS?L’ZSL \V/iGXQ.

Intuitivamente, x; tem valor 1 se fechamos i e abrimos todas as instalagoes em L(i),
e 0 se mantemos ¢ aberta. Note que x; := a para todo ¢ € X5 é uma solucao viavel,
iex, L) = 1) = a(|[X1| = [Xz]) =k = [Xz] e 0 < a < 1. Assim, uma

solugao 6tima desse programa tem custo pelo menos a(custo(X 1) + custo(X3)).

uma vez que y

Note que esse programa linear é equivalente ao programa linear do problema
da mochila fracionaria em que cada instalacao ¢ € X5 é um objeto com valor
> jeswqy) €U X1) +¢(j, Xa) e peso |L(i)] — 1, e a capacidade da mochila é k — |Xa|.
Portanto, existe uma solucao étima para ele com no maximo uma variavel fracionéria.
Nas linhas 3 — 5 tratamos as estrelas com apenas uma folha, trocamos o seu centro pela
sua folha, uma vez que elas sao objetos sem custos. Nas linhas 7—18 de B-PEQUENO, se-
guindo a estratégia gulosa, construimos, implicitamente, uma solucao étima desse tipo.
Suponha que estamos na iteracao para a instalacao ¢ do laco Enquanto da linha 7. Se a
condicional da linha 8 é satisfeita, entao temos x; = 0 para i e para todas as instalagoes
que sobraram em X/. Caso a condicional da linha 12 seja satisfeita entdo x; = 1. Caso
nenhuma das duas condicionais sejam satisfeitas, entao x; é uma variavel fracionaria.

Note que s6 teremos uma variavel fracionaria, uma vez que se entramos no Senao da
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linha 15, atualizamos cap para um valor negativo, uma vez que cap < |L(i)| — 1 e, apds
isso, a condicao da linha 8 serd satisfeita e o algoritmo devolve X. Evidentemente, se
z; = 1, entao fechamos ¢ ¢ abrimos todas as instala¢oes em L(i). Se z; = 0, entdo
mantemos ¢ aberta. Se x; é fraciondria, entdo mantemos i aberta e abrimos [z;|L(7)|]
instalagoes de L(i) aleatoriamente. Assim, abrimos instalagoes de modo que a reducao
no custo esperado da solucao inicial X5 é pelo menos o valor da solucao 6tima desse

programa linear. Portanto,

custo(X) < 2custo(X;) + custo(X3) — a(custo(X;) + custo(X3))
= (1 + b)custo(X) + beusto(Xy).

Além disso, | X| < k+2, onde o termo aditivo 2 vem da estrela com valor de z fracionério.

Podemos assumir que custo(X;) < custo(X3), entao

custo(X) < (1 + b)custo(X;) + beusto(Xy)
< (1 + 2b)(a custo(X;) + bcusto(Xs))
143
2

(a custo(X7) + beusto(Xs))

Jopt(I)

IN

(1+V3)(1+ 505 V5)

< (1+ 3+ ¢€)opt(),

V3-1
YRt

em que a terceira desigualdade vale uma vez que b <

V3—1 2 .
Caso “— <b§—1+\/§.

No caso em que b tem valor no intervalo intermedidrio, o algoritmo B-MEDIO abaixo é
executado. Novamente as escolhas aleatorias sao feitas de acordo com a distribuigao
uniforme e os diferentes sorteios sao independentes um do outro.

A ideia é que queremos um arredondamento probabilistico em que abrimos uma
instalagao de X; com probabilidade aproximadamente a e uma instalacao de X5 com
probabilidade aproximadamente b enquanto mantemos a seguinte propriedade: se a
instalagao i € X, estiver fechada, entdo todas as instalagoes em L(i) estao abertas.

O algoritmo classifica as estrelas em pequenas e grandes. Dizemos que uma estrela
com centro i € Xy é grande se |L(i)| > 2/(abn) e pequena, caso contrario. O conjunto
B na linha 2 contém o centro das estrelas grandes. Além disso, na linha 3, o algoritmo

particiona as estrelas pequenas em [2/(abn)| partes, juntando estrelas com o mesmo
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Algoritmo 19 B-MEDIO (I, X1, X5, a,b)
1: <«

€

3(1+V/3)
2: B+ {ie Xy:|L3l)| > albn}
3 Uy {i € Xyt [L(@)| = h} paratodo h=0,1,..., | ] ~ 1
4: X(—@

5. Para cada i € B faga

6: X« X U{i}

7 Seja R C L(i) com |R| = |a(]L(i)| — 1)| escolhido aleatoriamente
8: X+~ XUR

9: Paracadah:0,1,...,[%-‘ — 1 faga
abn

10:  Seja R C Uy, com |R| = [blUy|] + 1 escolhido aleatoriamente
11: X+~ XUR
12: Para cada i € U, \ R faga

13: X +— X UL(®%)

14: < ahlUn| = > icp g 1L(9)]

15: Seja p um numero entre 0 e 1 escolhido aleatoriamente

16: Se p < [{] — { entao

17: Seja Z C U;erL(i) com |Z| = |£] escolhido aleatoriamente
18: Senao

19: Seja Z C U;jerL(i) com |Z| = [{] escolhido aleatoriamente

20: X+ XuZz
21: Devolva X

tamanho.

Executamos as linhas 5 — 8 para as estrelas grandes. Para cada estrela grande com
centro i, abrimos ¢ e [b(|L(7)| — 1)| instalagdes em L(i) aleatoriamente.

Para as estrelas pequenas, executamos as linhas 9 — 20. Seja U}, o grupo de estrelas
pequenas de tamanho h. Abrimos o centro de [b|U},|] + 1 estrelas escolhidas aleatoria-
mente de U, e abrimos todas as folhas das estrelas restantes de U),. Além disso, sendo /¢
o numero de folhas abertas até o momento subtraido de ah|Uy|, abrimos, das [b|U,|] +1
estrelas escolhidas aleatoriamente, |¢] ou [¢] folhas escolhidas aleatoriamente, com pro-
babilidade [¢] — ¢ e ¢ — |{] respectivamente.

Note que, para uma estrela grande, o algoritmo sempre abre o centro da estrela e
quase uma fracao a das suas folhas. Para um grupo U, de estrelas pequenas, ele abre
o centro de uma estrela com probabilidade pelo menos b ou todas as suas folhas. Além
disso, abrimos mais algumas folhas para que o niimero esperado de folhas abertas seja
uma fracao a do nimero de folhas de Uj,.

Temos que mostrar que, para X devolvido por B-MEDIO, o tamanho de X nao é

79



muito maior que k e que podemos limitar o custo de X superiormente.
Lema 5.10. Seja X devolvido por B-MEDIO. Vale que | X| <k + 3[2/(abn)].

Demonstracao. Lembre que a|X;|+ b/ Xs| = k. Portanto,

> (alL(i)]| +b) = k. (34)

i€Xo

Seja i € X5 o centro de uma estrela grande. Para essa estrela, o algoritmo abre
1+ |a(|[L(5)| —1)] <1+ a(|L(i)| — 1) = b+ a|L(i)| instalagoes.

Agora considere um grupo U, de pequenas estrelas e seja m = |Uy|. Para esse
grupo, o algoritmo abre [bm]+1 < bm + 2 instalagoes em X5 nas linhas 10 e 11. Além

disso abre no maximo
(m — [bm]| — 1)h + [ahm — (m — [bm] — 1)h] < ahm + 1

instalacoes de X7, em que o primeiro termo da soma vem das linhas 12 e 13 e o segundo
termo da soma vem das linhas 14 — 19. Note que (m — [bm] — 1)h = 37, \ 5 |L(4)],
uma vez que |L(7)| = h para todas essas estrelas. Assim, o total de instalagoes abertas

para cada grupo U, de estrelas pequenas é no maximo m(b+ ah) + 3. Assim,

[2/(abn)]
X[ <Y b+alL(i)+ D (Ual(b+ah) +3)

1€B h=0

= > _(b+alL(i)]) + 3 [2/(aby)]

i€ Xo

=k +312/(abn)],
em que a primeira igualdade vale pela definicao de U, e a segunda desigualdade vale
por (34). =
Agora precisamos limitar o custo de X.

Lema 5.11. Seja X o conjunto devolvido por B-MEDIO. O custo esperado de X € no
mdazrimo
(1 +n)(bcusto(X2) + a(1 + 2b)custo(X1)).

Demonstra¢ao. Vamos fixar um cliente j e definir i1 == i1(j) e i = i3(j). Seja i € Xy
tal que 4; € L(i). Note que c(iy,i) < c(iy,i2) < c(i1,]) + (i, ), pela definigao de i
e pela desigualdade triangular. Assim, c(i,7) < c(i,i1) + c(i1,7) < 2¢(ir,j) + c(ia, J).
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Se i; for aberto, ou seja, se i; € X, entdo o custo de conexdo de j é c(i1,7). Se
i1 estiver fechado e iy for aberto, ou seja, se i1 ¢ X mas io € X, entao o custo de
conexao de j é c(ig, 7). Se ambas estiverem fechadas, entdao o custo de conexao de j é
c(i,7) < 2¢(iy, j) + c(ia, j). Vamos, por abuso de notagdo, indicar por i o evento em
que a instalacdo i estd aberta e ¢ o evento em que a instalacao i estd fechada. Assim,

o custo de conexao esperado para j é no maximo
Prliy] - iy, j) + Prlivia]c(ia, j) + Prlivia] (2¢(in, j) + c(ia, j))
que, substituindo Pr[i1is] por 1 — Pr[i;] — Prliyis], ¢ igual a
(2 — Pr[iy] — 2Pr[i14a])c(iy, 7) + (1 — Prliy])c(ia, j). (35)

Vamos limitar essa expressao analisando essas probabilidades separadamente.

Vamos comegar analisando o valor de Pr[iyis]. Se i, € L(iy), ou seja, iy = 4, entao i,
sempre estara aberto se i; estiver fechado, assim Pr[ijis] = Pr[i;] = 1—Pr[i;]. O mesmo
vale se a estrela com centro i, for uma estrela grande, uma vez que sempre abrimos os
centros das estrelas grandes.

Vamos considerar entao o caso em que a estrela com centro 75 é uma estrela pequena
do grupo Uy, com m := |Uy,| e iy # i. Note que se a estrela com centro 7 for uma estrela
grande ou uma estrela pequena com tamanho diferente de h, entao os eventos is € iy

sao independentes. Nesse caso, vale que

[bm] +1

Prlivis] = Prlia] - (1 — Prli1]) = m

Resta apenas o caso em que a estrela com centro ¢ é uma estrela do grupo Uj,. Assim,

Prliyis] = Prlia]i1] - (1 — Prli1])

LN
> [bmﬂ - (1= Prfir]) > b(1 — Prli1]),

em que a segunda igualdade vale uma vez que se i; esta fechada, entao 7 estd aberta
sobrando escolher [bm| estrelas dentre m — 1 estrelas para abrir seus centros. Portanto,

Prliyis] é sempre pelo menos b(1 — Pr[i1]). Substituindo esse valor em (35)), temos que
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o custo de conexao esperado de j é no maximo
(2a + (2b — 1)Prliq])c(ir, 7) + (1 — Prliy])c(iz, 7). (36)

Agora analisaremos o valor de Pr[i;]. Se iy é folha de uma estrela grande, entao

Pl“[il] _ LCL(|L(2)| — l)J _ LCL|L(Z)| o CLJ

L@l LG
alL(i)| —a—1 . a+1
- el L)
2
>a— T70] > a(1l—bn)

em que a ultima desigualdade vale pela definicao de estrelas grandes.

Se 71 é uma folha de uma estrela pequena do grupo U, com m = |Uy|, entdo a
quantidade esperada de folhas abertas em U, é exatamente amh. Assim, Pr[i;] = a.
Desse modo, temos que a(l — bn) < Pr[i;] < a. Como (1 +n)- (1 —bn) > 1, podemos

atualizar o limitante superior para o custo esperado de j em para
(L +m)((2a + (20 — V)a)c(ir, j) + (1 — a)c(iz, j))
que € igual a

(1 +n)(a(l + 2b)c(iy, j) + be(ia, j)).

Somando esse limitante superior para todos os clientes, temos o custo esperado para a

solucao X. n
Completamos a analise balanceando a solucao obtida com a solucao trivial X,.

Lema 5.12. Seja d; = custo(X;) e dy == custo(Xy). Vale que

1++/3
9

min{dg, bdg + CL(l + Qb)dl} S ((Zdl + bdg)

Demonstracao. Mudaremos d; e ds simultaneamente para que o valor ad; + bds nao se
altere. Escolhemos diminuir um entre d; e dy e aumentar o outro, a fim de aumentar o
lado esquerdo da desigualdade. Essa operacao pode ser aplicada até que uma das trés

condicoes sejam verdadeiras:
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3. dy = bdy + a(1 + 2b)d;.

Para os dois primeiros casos € evidente que a desigualdade é verdadeira. No terceiro

— ; d  _ 1+2b _ 1+2b 1+v3
caso, temos que dz = (1 +2b)d;. Assim - = N2 T = 11 = 2 em que o
V3-1
2

. Como aumentamos os valores do lado esquerdo

ultimo valor é obtido quando b =

da desigualdade, entao a desigualdade também é valida para os valores iniciais. O
Agora, vamos limitar o custo da solucao devolvida por B-MEDIO.

Lema 5.13. Seja X devolvido por B-MEDIO.. O custo esperado de X € no mdzimo
(1+ 3+ e)opt(I).

Demonstragao. Seja d; = custo(X;) e dy = custo(X3). Suponha que d; > bds + a(1+
2b)d;. Portanto, pelo Lema o custo esperado de X é no méaximo

1+3
2

(1 +n)(bdz + a(l +2b)dy) < )

(1+ (ady + bdy)

< (1+n)(1+V3)(1+€)opt(])

— (14 V3)(1 + n)%opt(])

= (1+V3+ 2n+7*)(1+V3))opt(])
< (1+V3+3n(1+V3))opt(])

= (14 V3 + e)opt(1).

em que a primeira desigualdade vale pelo Lema [5.12] O

6 Conclusao

Notamos que os algoritmos de aproximacao para os problemas de clustering abrangem
métodos de diferentes naturezas.

O problema dos k-centros métrico, por ter uma funcao objetivo mais comportada,
consegue alcancar sua melhor razao de aproximacao com algoritmos nao muito comple-
x0s, como ¢é o caso do algoritmo guloso.

O problema de localizacao de instalagdes métrico beneficia-se de muitos métodos ja
conhecidos, entre eles os métodos de busca local, guloso e os baseados em programagao
linear. O método com a melhor razao de aproximacao que estudamos foi o guloso,
que é equivalente ao método de dual fitting — este iltimo baseado em programagao

linear. Outros algoritmos, que combinam métodos apresentados aqui, conseguem atingir
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melhores razoes de aproximacao. O melhor resultado conhecido foi encontrado por
Shi Li [20] e corresponde a uma 1.488-aproximagao. Em contrapartida, é NP-dificil
aproximar esse problema com razao de aproximacao melhor que 1.463. Nota-se que a
diferenca entre a melhor razao de aproximacgao possivel e a melhor encontrada nao é
tao grande.

Por outro lado, as razoes de aproximacao do melhor algoritmo possivel para o pro-
blema das k-medianas métrico e do melhor algoritmo conhecido ainda estao muito
distantes. O algoritmo com a melhor razao de aproximacao conhecida é uma 2.675-
aproximacao, desenvolvida por Byrka et al. [3], que utiliza diretamente as ideias intro-
duzidas por Li e Svensson [2I]. Observamos que, embora os problemas das k-medianas
e de localizagao de instalagoes sejam parecidos, a restricao de abrir no méaximo £ ins-
talagoes aumenta substancialmente a dificuldade do problema. Ainda assim, ambos os

problemas tém muitos algoritmos que compartilham os mesmos métodos.
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