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Resumo

Arthur Correia Gomes. Particoes Conexas Balanceadas de Grafos. Mono-
grafia (Bacharelado). Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de S&o
Paulo, Sao Paulo, 2021.

Estudamos neste trabalho dois problemas sobre g-partigao conexa balanceada de um grafo conexo,
onde ¢ é um inteiro, ¢ > 2. Em linhas gerais, esses problemas sao definidos da seguinte forma: dado
um grafo conexo G = (V, E) e uma fungdo peso w : V' — Z, encontrar uma ¢-partigdo de V, de
forma que cada classe da partigdo induza um subgrafo conexo de G, e essas classes tenham pesos os
mais similares possiveis. O peso de uma classe é a soma dos pesos dos vértices pertencentes a essa
classe. Para formalizar a ideia de balanceamento da partigao, consideramos duas fungoes objetivos
(que dao origem a dois problemas distintos): maximizar o peso da classe mais leve (MaxMin) ou
minimizar o peso da classe mais pesada (MinMax). E sabido que esses dois problemas siao NP-dificeis.
Mencionamos diversos resultados existentes na literatura, e apresentamos alguns algoritmos de
aproximagio para esses problemas (para casos especiais de ¢). Por fim, mostramos um resultado de

inaproximabilidade para um desses problemas.

Palavras-chave: algoritmos de aproximagao. particao conexa balanceada. inaproximabilidade.

partigao conexa de grafos. NP-dificil.






Abstract

Arthur Correia Gomes. Balanced Connected Partitions of Graphs. Capstone
Project Report (Bachelor). Institute of Mathematics and Statistics, University of
Sao Paulo, Sdo Paulo, 2021.

In this project we study two problems on balanced connected g-partition of a connected graph,
where ¢ is an integer, ¢ > 2. Broadly speaking, these problems are defined as follows: given a
connected graph G = (V, E) and a weight function w : V' — Z, find a ¢-partition of V', such that
each class induces a connected subgraph of G, and the weights of these classes are as balanced as
possible. The weight of a class is the sum of the weights of the vertices in the class. More formally, we
define two objective functions to capture the idea of balancedness of the classes (which give rise to
two different problems): maximize the weight of the lightest class (MaxMin) or minimize the weight
of the heaviest class (MinMax). It is known that these problem are NP-hard. We mention several
results known in the literature, and present some approximation algorithms for these problems (for

special values of ¢). Finally, we present an inapproximability result for one of these problems.

Keywords: approximation algorithms. balanced connected partition of graphs. graph partition

into connected classes. NP-hard.
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Capitulo 1

Introducao

Problemas de parti¢ao conexa balanceada de grafos conexos possuem aplicagoes em
diversas areas, como processamento de imagens, bancos de dados, redes metabolicas,
logistica, sistemas operacionais, analise de cluster, educagao e robdtica (Ronald I.
BECKER, SCHACH et al. (1982), LUCERTINI et al. (1989), LUCERTINI et al. (1993),
MARAVALLE et al. (1997), X. ZHOU et al. (2019) e D. MATIC e GRBIC (2020)).

Por conta dessas diversas aplicacoes, e também pelo interesse teérico que esses
problemas suscitam, principalmente em termos de aproximabilidade, esses problemas
tém sido estudados desde a década de 80. Neste trabalho vamos nos aprofundar no
problema da ¢g-Particao Conexa Balanceada, denotado por BCP,.

Ao longo deste texto, ¢ denota sempre um inteiro positivo maior que 1. Definimos
a seguir o conceito de g-particao de um conjunto qualquer e de g-particao conexa de
um grafo conexo.

Definicao 1. Seja A um conjunto nao vazio e Ay, Ao, ..., Ay subconjuntos nao vazios
de A de forma que os conjuntos A; e A; sao disjuntos dois a dois paral <i<j<qe
AjUAU---UA, = A. Dizemos entio que P = {Ay, As,..., A;} € uma q-particao
de A.

Definicao 2. Se G = (V,E) é um grafo conexo e P = {Vi,Va,....V,} € uma
q-particao de V tal que para i =1,2,...,q o subgrafo de G induzido por V; é conexo,
entao P é uma q-particao conexa de G.

Com isso, podemos definir o problema BCP, da seguinte forma:

Defini¢ao 3 (BCP,). Dado um par (G,w), onde G = (V, E) é um grafo conexo, e
w:V — Z, é uma funcao peso definida sobre seus vértices, queremos encontrar uma
q-parti¢ao conexa P = {V;}iclg de V' tal que os pesos dessas classes V; sejam os mais
balanceados possiveis. Denotamos por w(V;) o peso de uma classe V;, definido como a
soma dos pesos dos vértices em V.

Na literatura, existem diversas maneiras de se definir balanceamento. Cada uma
dessas formas origina uma nova versao do problema. Nosso foco neste trabalho sera
nas versoes MaxMin e MinMax do BCP,, definidas a seguir.
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Max-Min BCP,

Dado um par (G,w), onde G = (V, E) é um grafo conexo, e w : V' — Z,, encontrar
uma g-particao conexa {V;}icq de G que maximiza o peso da classe mais leve, isto é
maximiza minepg{w(V;)}.

Min-Max BCP,

Dado um par (G,w), onde G = (V, E) é um grafo conexo, e w : V' — Z,, encontrar
uma g-particao conexa {V;}iciy de G que minimiza o peso da classe mais pesada, isto
¢ minimiza max;cg{w(V;)}.

Dentre algumas outras maneiras de se definir balanceamento, mencionamos as
duas seguintes fungdes objetivo (veja CHLEBIKOVA (1996)):

minimizar max |w(V;) —w(V})],
i,j€lq]

q
maximizar H w(V;).

=1

Quando g = 2 as versoes MinMax e MaxMin sao equivalentes, no sentido de que
encontram uma mesma biparticao 6tima, embora para cada uma delas o valor da
funcao objetivo possa ser diferente. Para ¢ > 3, é facil construir instancias para as
quais as solugoes 6timas diferem substancialmente (LUCERTINI et al. (1993)).

Quando trabalhamos com grafos com pesos unitarios, denotamos os problemas
como 1-MinMax BCP, e 1-MaxMin BCP,,.

Quando ¢ nao ¢ fixado a priori, e faz parte da instancia do problema, denotamos o
problema correspondente por MinMax BCP ou MaxMin BCP.

O objetivo deste trabalho ¢ fazer um estudo sobre o BCP,, focando nas versoes
MinMax e MaxMin. No Capitulo 2 apresentamos alguns conceitos bésicos e a notagao
utilizada neste texto. Esses conceitos estao apresentados nas subsecgoes: Teoria dos
Grafos, Complexidade Computacional e Algoritmos de Aproximagao.

No Capitulo 3, citamos diversos resultados existentes na literatura para esses
problemas. Primeiro mencionamos resultados referentes a complexidade desses pro-
blemas. Depois mencionamos resultados existentes sobre algoritmos exatos para
eles. Alguns desses algoritmos possuem formulagbes combinatorias, enquanto outros
utilizam formulagoes baseadas em programacao linear inteira e programacao linear
inteira mista.

No Capitulo 4, nos aprofundamos em um algoritmo de aproximacao para o
1-MinMax BCP3 e um para o 1-MinMax BCP,, ambos desenvolvidos por Y. CHEN
et al. (2019). Ademais, mencionamos um resultado recente de MOURA et al. (2021),
que generaliza esses algoritmos para as versoes com pesos dos problemas.
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Ja no Capitulo 5, apresentamos em detalhes uma %—aproximagao para o MaxMin
BCP,, proposta por CHLEBIKOVA (1996). Primeiro é descrito um algoritmo com essa,
razao para grafos 2-conexos, e depois um algoritmo que utiliza o anterior como rotina
para resolver o problema para grafos conexos gerais.

No Capitulo 6 apresentamos alguns resultados existentes na literatura, referentes
a esses problemas e que tratam de aproximabilidade. Finalmente, no Capitulo 7,
apresentamos algumas consideracgoes finais.






Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo apresentamos os conceitos e a notagao que serao utilizados ao longo
do texto. Ele esta dividido em trés partes: Secao 2.1 — Teoria dos Grafos; Secao 3.1 —
Complexidade Computacional; Se¢ao 2.3 — Algoritmos de Aproximagao.

2.1 Teoria dos Grafos

Um grafo G é um par ordenado (V, E), onde V' é um conjunto finito ndo vazio, e
E é um conjunto formado por pares nao ordenados de elementos distintos de V. Os
elementos do conjunto V' sao chamados vértices e os elementos de E sao chamados
arestas.

Quando nos referimos a um grafo GG, também denotamos o seu conjunto de vértices
por V(G) e conjunto de arestas por £(G). Comumente definimos n = |V| e m = |E|.
Dizemos que n é a ordem do grafo G.

Seja e uma aresta definida pelos vértices {u,v}. Entao denotamos e por {u,v}
ou simplesmente por uv. Dizemos que u e v sao os extremos de e. Dois vértices u
e v sao adjacentes se existe uma aresta com extremos em u e v. Se cada vértice é
adjacentes a todos os outros dizemos que o grafo é completo. Denotamos um grafo
completo com n vértices por K,. Quando G é completo, o niimero de arestas desse

grafo ¢ m = in(n — 1). O tamanho de um grafo ¢ o nimero (G) = |V|+ |E].

Dizemos que um grafo é trivial se ele possui apenas um vértice.

Um grafo é bipartido se seu conjunto de vértices V pode ser dividido em dois
conjuntos X e Y de forma que V =X UY, X NY = () e todas as arestas do grafo
possuem um extremo em X e outro em Y.

Um grafo H = (V(H),E(H)) ¢ um subgrafo de G = (V(G),E(G)) se
V(H)CV(G) e E(H) C E(G). Dizemos que H é um subgrafo gerador de G se
V(H) =V(G).

Dado um conjunto qualquer X C V/(G), o subgrafo de G induzido por X,
denotado por G[X], é o subgrafo formado por todos os vértices de X com conjunto
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de arestas formado por todas as arestas que possuem ambos os extremos nos vértices
de X, ou seja, o conjunto {uv € E(G)|u,v € X}.

Denotamos por G — X o subgrafo obtido pela remocao de todos os vértices de X
e de todas as arestas que possuem algum extremo em X. Quando X é formado por
apenas um vértice v, denotamos esse subgrafo por G — v.

Dado um conjunto X € V de um grafo GG, denotamos por §(X) o conjunto de
todas as arestas que possuem um extremo em X e outro em V \ X. Um corte é
qualquer conjunto 6(X). Denotamos por E(V;,V;) o conjunto de todas as arestas com
um extremo em V; e outro em Vj, para dois conjuntos V;, V; tal que V; NV, = 0.

Um passeio é uma sequéncia (vg, e1,v1,€3,0a, ..., €k, V) €M que v, ...,V SA0
vértices e eq, ..., e, sao arestas de forma que e; tenha extremos em v;_; e v;. Dizemos
que vy é a origem do passeio e v € o término. Quando a origem é igual ao término
dizemos que o passeio é fechado, caso contrario é aberto. Muitas vezes denotamos
um caminho apenas pelos seus vértices.

Um passeio que nao possui arestas repetidas é chamado de trilha. E um passeio
sem nenhum vértice repetido é chamado de caminho. Denotamos por P, um grafo
de n vértices formado apenas por um caminho com n vértices. Um circuito é um
passeio fechado, no qual apenas os vértices iniciais e finais sao iguais.

Um grafo é conexo se existe um caminho entre quaisquer dois de seus vértices.
Dizemos que um grafo é desconexo se nao é conexo. Cada subgrafo conexo maximal
de um grafo é chamado de componente.

Uma floresta é¢ um grafo que nao contém circuitos. Uma arvore ¢ uma floresta
conexa. Para qualquer par de vértices x, y em uma arvore, existe apenas um caminho
de x a y.

Seja G = (V, FE) um grafo conexo e k um numero natural. Dizemos que G é
k-conexo se G — X ¢ conexo para todo conjunto de vértices X tal que | X| < k. A
conexidade de G é o menor inteiro positivo k tal que G é k-conexo.

Chamamos um vértice x de G um vértice de corte, se o niimero de componentes
de G — = é maior que o niimero de componentes de G. Também dizemos que x é um
ponto de articulacao de G.

Os subgrafos maximais de G' que sao 2-conexos ou que sao isomorfos a Ks sao
chamados blocos de GG. Seja A o conjunto de pontos de articulagao de G e seja B o
conjunto de blocos. Definimos o grafo de blocos de G como o grafo bipartido com
conjunto de vértices AU B e conjunto de arestas ab em que a € Ae b € B.

2.2 Complexidade Computacional

Seja I uma instancia de um problema. Denotamos por (I) o tamanho da ins-
tancia.

Chamamos um problema cuja resposta deve ser SIM ou NAO de problema
de decisao. Similarmente, quando a resposta de um problema deve ser a melhor
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possivel dentro de algum conjunto solugoes viaveis, chamamos de problema de
otimizacgao.

Se um algoritmo A resolve um problema IT em tempo p((I)) para algum polindémio
p, entao esse algoritmo ¢ dito polinomial.

Dizemos que se um algoritmo é polinomial, entao ele é eficiente.

Todos os problemas de decisao que podem ser resolvidos polinomialmente formam
uma classe, denotada por P.

A classe formada por todos os problemas para os quais existe um certificado para
SIM que pode ser verificado em tempo polinomial é denotada por NP. Claramente,
P C NP.

Uma redugao de um problema IT a um problema IT" é um algoritmo A que resolve
IT utilizando um outro algoritmo A’, que resolve II'.

Dizemos que um problema II é NP-completo se todos os problemas em NP
podem ser reduzidos a Il em tempo polinomial.

Dizemos que um problema IT é NP-dificil se a existéncia de um algoritmo polinomial
para II implica em P = NP. Nao necessariamente um problema NP-dificil esta em
NP.

2.3 Algoritmos de Aproximagao

Um problema de otimizagao é composto por um conjunto de instancias Z, um
conjunto de solugdes viaveis Sol(I) para alguma instancia [ € Z e uma fungao que
atribui um valor val(S) para cada solugao viavel S.

Existem problemas de minimizagao, que buscam encontrar as solugoes viaveis
de valor minimo, e problemas de maximizagao, que buscam encontrar as solugoes
viaveis de valor maximo. Uma solugao viavel cujo valor é 6timo é chamada solugao
6tima.

Denotamos por S* uma solugao 6tima. O valor de uma uma solugao 6tima para
uma instancia sera denotado por OPT(/), ou simplesmente OPT. Temos que

OPT(I) := val(S™).
A classe de problemas NPO ¢ a extensao da classe NP para problemas de otimi-

zagao. Ela é formada pelos problemas de otimizacao para os quais:

e cxiste um polindmio p tal que para toda instancia I do problema e toda solugao
viavel S de I, (S) < p((I));

e existe um algoritmo polinomial que decide se uma dada palavra é uma instancia
valida do problema;
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e existe um algoritmo polinomial que decide se uma dada solucao é viavel para
uma certa instancia do problema;

e cxiste um algoritmo polinomial que calcula val(Z,S) dados I e S.

Dado um problema de otimizagao em que val(S) > 0 para toda solugao viavel S
de qualquer instancia I do problema, seja A um algoritmo, que, para toda instancia
devolve uma solucao viavel A(I) de I. Seja OPT o valor 6timo de uma solugao
6tima de uma instancia desse problema. Se o problema é de minimizacao e para toda
instancia

val(A(I)) < a-OPT,
dizemos que A é uma a-aproximagao para o problema. Caso o problema seja de
maximizacao e para toda instancia

val(A(I)) > a - OPT,
entao A também é uma a-aproximagao.

Dizemos que « é a razao de aproximacgao do algoritmo. Ademais, essa razao
pode depender da instancia I.

Um algoritmo de aproximagao ¢ uma a-aproximagao para algum a.

Dizemos que a razao de aproximacao « € justa para o algoritmo A, quando existe
uma instancia I tal que val(A(I)) = o - OPT.

Para um problema de otimizagao, se um algoritmo A recebe um valor ¢ > 0 e
uma instancia I, e devolve uma aproximacao com erro relativo de no méaximo ¢, ou
seja,

(1 —¢)-OPT <wal(l, A(¢, 1)),

se o problema for de maximizacao, e
val(1, A(e, 1)) < (1+¢€) - OPT

se o problema for de minimizacao, entao dizemos que A é um esquema de aproxi-
magao (approximation scheme).

Dizemos que A é um esquema de aproximagao polinomial (polynomial-time
approzimation scheme) se ele é polinomial para qualquer e fixo.

Se, além de ser polinomial, a quantidade de tempo consumida pelo algoritmo A for
limitada por p({I),1/¢€) para algum um polinémio p, dizemos que A é um esquema
de aproximacgao plenamente polinomial (fully polynomial-time approximation
scheme).

A classe PTAS é formada por todos os problemas em NPO que admitem um
esquema de aproximagao polinomial.

A classe FPTAS ¢ formada por todos os problemas em NPO que admitem um
esquema de aproximagcao plenamente polinomial.
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Segue que

FPTAS C PTAS C NPO.






Capitulo 3

Resultados Conhecidos

Existem na literatura diversos resultados sobre os problemas MinMax BCP, e
MaxMin BCP,. Neste capitulo mencionamos alguns desses resultados.

Na Secao 3.1 apresentamos resultados sobre a complexidade computacional dos
problemas MinMax BCP, e MaxMin BCP,, tanto nas versoes com pesos nos vértices
quanto nas versoes sem. Além disso, apresentamos um resultado quando o ntimero de
classes da parti¢cao nao é fixo e faz parte da entrada do problema.

Ja na Secao 3.2 mencionamos algoritmos exatos que existem para o MinMax
BCP, e o MaxMin BCP,. Alguns desses resultados sao baseados em formulacoes
combinatorias e restritos a classes especificas de grafos. Ja outros, sao baseados em
formulacgoes de programacao linear inteira e programacao linear inteira mista.

3.1 Complexidade Computacional e
Aproximabilidade

DYER e FRIEZE (1985) mostraram que os problemas 1-MaxMin BCP, e
1-MinMax BCP,, sdo NP-dificeis quando o grafo de entrada ¢ planar (até mesmo
quando é bipartido). Disso, segue que as versdes com pesos nos vértices dos problemas,
MaxMin BCP, e MinMax BCP, também sao NP-dificeis para grafos planares biparti-
dos. Ademais, Ronald I. BECKER, LARI et al. (1998) mostraram que esses problemas
também sao NP-dificeis em grades com pelo menos 3 linhas.

Wu (2012) mostrou que o problema MaxMin BCP, restrito a grafos de inter-
valos admite FPTAS. Além disso, mostrou também que para, ¢ > 3, o problema
MaxMin BCP, também admite FPTAS para grafos de intervalos ¢g-conexos. J& WANG
et al. (2013) mostraram que para ¢ = 2, 3,4, existe FPTAS em grafos trapezoidais de
grau limitado.

Quando ¢ é parte da entrada do problema, CHATAIGNER et al. (2007) mostraram
que o problema MaxMin BCP nao pode ser aproximado com razao de aproximagao
menor ou igual a g.

11
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Os proximos resultados citados aqui serao provados com detalhes no Capi-
tulo 6.

CHLEBIKOVA (1996) provou que é NP-dificil aproximar 1-MaxMin BCP, com
garantia de erro absoluto |V|'~¢ para qualquer 0 < ¢ < 1. Para grafos g-conexos,
CHATAIGNER et al. (2007) mostraram que MaxMin BCP, ¢ NP-dificil no sentido forte.
Além disso, mostraram também que, a nao ser que P = NP, nao existe algoritmo para
o problema BCP; que devolva uma (1 + €)-aproximacao quando € <

vz
Os resultados mencionados estao resumidos na Tabela 3.1.
’ Tipo de Grafo \ Problema \ Resultado
Planares biparti- 1-MinM§x BCPy, ¢ 22 NP—d%fl’Cﬂ
dos e Grades nio 1—MaXM1n BCP,, ¢ > 2 NP—dﬁiql
friviais MinMax BCP,, ¢ > 2 NP-dificil
MaxMin BCP,, ¢ > 2 NP-dificil
Grafos de intervalos MaxMin BCP, Admite FPTAS
Grafos de inervalos |y r. N i BCP,, ¢ > 2 Admite FPTAS
¢-conexos
Grafos trapezoidais |\ \p BOP, g = 2.3.4 Admite FPTAS
de grau limitado © T
Grafo g-conexo MaxMin BCP,, ¢ > 2 NP-dificil no sentido forte
Crafos conexos MaxMin BCP NP-dificil < g—aproxima(;éo
MaxMin BCP NP-dificil erro absoluto < |V|'~¢

Tabela 3.1: Complexidade computacional e aproximabilidade dos problemas

3.2 Algoritmos Exatos

Nesta secao mencionamos alguns resultados sobre algoritmos polinomiais. Esses
algoritmos podem ser divididos em dois tipos principais: algoritmos combinatorios,
(para classes especificas de grafos) e algoritmos baseados em formulagoes lineares
inteiras ou lineares inteiras mistas.

Estas formulagoes lineares e mistas fornecem algoritmos exatos para grafos gerais,
no entanto, instancias muito grandes desses problemas nao podem ser resolvidas
eficientemente.

3.2.1 Algoritmos combinatérios
O seguinte resultado, foi mostrado por LOVASz (1977) e GYORI (1978).

Teorema 1. Seja G' um grafo q-conexo de ordem n com q > 2 e sejam ny, na, ..., N,
nimeros naturais tais que ny +ng + -+ - +ng = n. Entao G possui uma q-particao
conexa {V1,Va, ..., Vy} tal que |V;| =n; para i =1,2,....q.
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Apesar de inimeras tentativas, até hoje nao se sabe se existe um algoritmo
polinomial para obter a particao mencionada no Teorema 1. Para valores pequenos de
¢, alguns algoritmos foram obtidos, conforme mencionamos a seguir.

Hitoshi SUZUKI et al. (1990) apresentaram um algoritmo linear para encontrar uma
bipartigao de grafos 2-conexos. No mesmo ano, SUZUKI et al. (1990) apresentaram um
algoritmo quadrético para encontrar uma 3-particao de grafos 3-conexos. J& NAKANO
et al. (1997) mostraram que em grafos planares 4-conexos existe algoritmo linear
para encontrar uma 4-particao. Note que esses resultados sao para o caso de pesos
unitarios.

Ronald I BECKER e PERL (1983) desenvolveram um algoritmo para o problema
MinMax BCP, restrito a arvores. Dada uma arvore 7' com raio r, esse algoritmo ¢
polinomial e tem tempo computacional O(¢*r + ¢|V]).

Mais tarde, FREDERICKSON (1991) e FREDERICKSON e S. ZHOU (2017) me-
lhoraram o tempo de execugao do algoritmo de Ronald I BECKER e PERL (1983),
desenvolvendo algoritmos para os problemas MinMax BCP, e MaxMin BCP, que
executam em tempo O(|V]).

R. BECKER et al. (2001) desenvolveram um algoritmo polinomial para
o MaxMin BCP, restrito a escadas. Também foram desenvolvidos, por
ALIMONTI e CALAMONERI (1999), algoritmos polinomiais para o MaxMin BCP,
restrito a grafos com no méaximo dois vértices de corte.

Resumimos na Tabela 3.2 os resultados mencionados nesta segao.

’ Tipo de grafo ‘ Problema ‘
Arvores MinMax BCP, e MaxMin BCP,
Escadas MaxMin BCP,
Grafo com 1 ou 2 vértices de corte MaxMin BCP,
Grafo 2-conexo 1-BCP,
Grafo 3-conexo 1-BCP;
Grafo planar 4-conexo 1-BCP,

Tabela 3.2: Casos em que foram obtidos algoritmos polinomiais combinatdrios

3.2.2 Formulacoes lineares inteiras ou mistas

Dragan MATIC (2014) apresentou uma formulagdo do problema baseada em
programagao linear inteira mista que possui um nimero polinomial (no tamanho do
grafo de entrada) de variaveis e restri¢oes. Essa formulagao apresentada consegue
resolver de maneira exata a maior parte de entradas pequenas e médias. Nos testes
realizados pelo autor, grades com até 70 vértices e grafos aleatérios com até 50 vértices
tiveram a maioria de suas instancias resolvidas.

Alguns anos depois, X. ZHOU et al. (2019) apresentaram outra formulacdo, também
baseada em programacao linear inteira mista. Essa formulagao é baseada em um modelo
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de fluxo e resolve o MinMax BCP, de forma exata. Nos testes realizados pelos autores,
essa formulagao conseguiu resolver de maneira exata grafos com até 200 vértices (para
valores pequenos de q).

Foram apresentadas por MIYAZAWA et al. (2021) novas formulagoes baseadas em
programacao linear inteira e formulagoes baseadas em fluxos. Ambas tem tamanho
polinomial no tamanho do grafo de entrada, tanto para o niimero de variaveis quanto
para o numero de restri¢oes.

Os testes realizados pelos autores mostraram que essas formulagdes conseguem
resolver exatamente instancias até 400 vezes maiores que o tamanho das maiores
instancias resolvidas por Dragan MATIC (2014) e por X. ZHOU et al. (2019). Ademais,
os algoritmos dessas formulacoes sao em média 5 vezes mais rapidos que os apresen-
tados anteriormente. No entanto, todas essas formulagoes nao demonstraram bom
desempenho quando ¢ > 5 (ou quando foram consideradas instancias reais).



Capitulo 4

Algoritmos de Aproximacao para
o MinMax BCP,

Existem na literatura alguns poucos algoritmos de aproximagao para o problema
MinMax BCP,. Neste capitulo vamos apresentar alguns deles.

Primeiramente, mencionamos os seguintes lemas para o 1-MinMax BCP, e para o
MinMax BCP, (que sdo imediatos, mas ser@o tuteis no que segue).

Lema 2. Seja I uma instancia do 1-MinMax BCP,,, que consiste de um grafo conexo

G = (V. E). Entio, OPT(I) > 1|v].

Assim, podemos observar que existe uma g-aproximacao trivial para o 1-MinMax
BCP,.

Lema 3. Seja I = (G,w) uma instancia do MinMax BCP,, que consiste de um grafo
conezo G = (V, E) e uma fungao peso w : V — Z,. Entao, OPT(I) > éw(V).

4.1 Uma %-aproximagéo para o 1-MinMax
BCP;

O primeiro algoritmo que apresentamos foi obtido por Y. CHEN et al. (2019). Esse
algoritmo é uma %—aproximagéo para o 1-MinMax BCPs3.

Seja {V1, V4, V3} uma 3-partigdo conexa (também chamada viavel) de um grafo
conexo G = (V, E) e suponha, sem perda de generalidade, que |V;| < |Va| < |V5]. Seja
n = |V|. Primeiro observamos que, como G é conexo, em qualquer partigao viavel
{V1, V2, V3} de V', o conjunto V3 deve ser adjacente a V; ou a V5.

Usaremos as duas operagoes, definidas a seguir, no algoritmo.

Definigao 4 (MERGE). Para que essa operagao possa ser aplicada em {Vi, Vs, V3},
devemos ter |V3| > %n e Vi e Vi devem ser adjacentes.
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A operagao MERGE devolve uma 3-parti¢ao conexa {V,UVy, Vi, Vi'} onde {V3, V3'}
€ uma 2-particao conexa arbitrdaria de V3.

Lema 4. Dado um grafo conexo G = (V, E) e uma 3-parti¢cao conexa {Vi, Vs, V3}
de V' com |V3| > %n, a operagcio MERGE gera uma 3-parti¢cao conexa de V e mais
balanceada que {Vy,Va, V3}.

Demonstraciao. Como Vs > in, o tamanho da nova classe V; UV, serd |V + |Va| < in.

3 210 2
Além disso, claramente os tamanhos de Vi e V5’ sdo menores que |V3|, com isso
provamos o que queriamos.

]

Definigao 5 (PULL). Para que essa opera¢ao possa ser aplicada em {Vy, Vs, V3},
devemos ter |V3| > %n Além disso, deve existir um subconjunto U de V3 tal que G[U]
e G[V3\ U] sao conexos, U € adjacente a V; e |V;| + |U| < |Vs|, com i € {1,2}.

A operagao PULL devolve uma 3-parti¢io conexa {V3\U,V;UU,V;} com j =3 —1.

Figura 4.1: [lustracdo da operagcdo PULL. Cada regido delimitada representa uma parte
conezxa do grafo e i € {1,2}.

Lema 5. Dado um grafo conexo G = (V, E) e uma 3-particao conexa {Vi, Vs, V3} de
V com |V3| > %n, a operacao PULL gera uma 3-particao conexa de V' que é mais

balanceada que {Vy, Vs, V3}.

Demonstracao. Pelas pré-condigoes impostas para que a operagao possa ser aplicada,
observamos que a 3-particao gerada é conexa. Ademais, como |V;| + |U| < |V5],
V| < in < |V3| e |[V3\ U| < |V4], entdo a parti¢ao obtida ¢ mais balanceada que a
anterior e a prova esta completa.

]

O proximo lema fornece informagoes sobre {V1, V4, V3} quando ndo podemos aplicar
nem MERGE nem PULL nessa partigao.

Lema 6. Dado um grafo conexo G = (V, E) e uma 3-parti¢cao conexa {Vi, Vs, V3}
de V' com V3 > %n Seja uv uma aresta de E(V3,Vy). Se a partigao ndao satisfizer as
condigoes impostas para a aplicagio nem de MERGE nem de PULL, entao
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(a) [Vi|+|Va| < n. Além disso, Vi e Va nio sdo adjacentes, e portanto sio adjacentes

a Vs.

(b) G[V5\ {u}] nao é conexo. Sejam G[V3i], G[V3s], ..., G[V4] as componentes de
G[V5 \ {u}], entao para todo i € {1,2,....1}, |V5i| < |[Vi] e V5 e Vi ndo sao
adjacentes.

(¢) Nenhum vértice de Vi U Vy € adjacente a nenhum outro vértice de Vi além de u.

Figura 4.2: FExemplo de um grafo em que nem a opera¢ao PULL nem a operacio MERGE
podem ser executadas.

Demonstragdo. Sabemos que [Vi|+ [Va| < 41 e como [Vi| < [Va], temos que [Vi] < In.

Provamos agora cada item:

(a) Como nao é possivel aplicar a operacao MERGE, entao V; e V; néo sao adjacentes.

Logo, como G é conexo, tanto V; quanto V5 devem ser adjacentes a Vs.

(b) Se G[V5 \ {u}] fosse conexo, entdo poderiamos aplicar PULL na 3-partigao
existente. Ademais, se |V3¢| > |V;| para algum i € {1,2,...,1}, entdo também
seria possivel aplicar PULL com U = V3 e V4, ja que |V3 \ V3| + |[Vi| < | V3.

Por dltimo, se V3! e V; fossem adjacentes para algum ¢, entao poderfamos aplicar
PULL com Vi e Vi, pois [Vgt| + [Vi| < 2|Vi| < 3n < |V3].

(¢) Pelo item (b) temos que u é o unico vértice que pode ser adjacente a um vértice
de Vi. Vamos mostrar que o mesmo vale para V5.

Assuma que V5 é adjacente a V3¢ para algum ¢ € {1,2,...,/}. Entdo, como
Vit < Vi, [Vat| + [Va| < [Vi] 4 |Va| < in < V3, poderfamos aplicar PULL, uma
contradi¢ao. Assim, u é o unico vértice que pode ser adjacente a V5.

]

Os Lemas 4, 5 e 6, sugerem um algoritmo, apresentado por Y. CHEN et al.

(2019).
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Algoritmo 1 APPROX-1
Entrada: Grafo conexo G = (V, E)
Saida: 3-parti¢ao conexa {Vi, V5, V3} de V
1: Construa uma partigao conexa {V1, Vs, V3} de G tal que |V;| < |Va] < |V5]
2:n |V|
3: enquanto |V3| > in faca
se {Vi, Vs, V3} satisfaz as condi¢oes de MERGE entao
{Vi, Vs, Vi} « MERGE(V}, V3)
senao se {4, V5, V3} satisfaz as condi¢oes de PULL entao
Seja U C Vi
{V1, Vs, V3} « PULL(U, V})
senao

10: devolva {V},V;, V3}
11: devolva {V;, V,, V5}

Teorema 7. O algoritmo APPROX-1 € uma g—aproximagéo para o 1-MinMax BCP3
e executa em tempo O(|V||E|). Ademais, essa razao de aprozimacao € justa.

Demonstracao. Seja G = (V, E) o grafo de entrada do algoritmo. No fim da execucao,
se |V3| < in, entédo, pelo Lema 2,

2]

OPT >
- 3

w|3

Logo,
3
V3] < §OPT.

Por outro lado, se |V5| > in no fim da execucdo, entdo |V4] + [Va| < in, e como

V1| < |V4l, temos que [Vi] < §n.
Assim, pelos Lemas 4 e 6, V] e V5 nao sdo adjacentes e devem ser adjacentes a Vs.

Seja u, pelo Lema 6, o tinico vértice de V3 que pode ser adjacente aos vértices de V] e
de V5. Concluimos entao, por esse lema, que o subgrafo G[V3 \ {u}] é desconexo.

Logo, existem componentes G[Vi], G[V3s], ..., G[V3}], com [ > 2 tal que V3% nao é
adjacente a V) nem a Vs e |V3| < |Vi| para todo i € {1,2,...,1}. Isto ¢, como podemos
observar na Figura 4.2, o grafo G possui, nesse caso, uma estrutura parecida com
uma estrela, isto é, as componentes sao nao adjacentes duas a duas, mas todas sao
adjacentes ao vértice u.

Claramente, numa 3-particao conexa 6tima, a parte que contém u deve ter tamanho
pelo menos V3, logo a 3-particao encontrada é 6tima.

Agora, vamos mostrar que o algoritmo executa em tempo O(|V||E]).

Para executar uma operacdo PULL podemos fazer uma busca no subgrafo
G[V3 \ {u}] para primeiro determinar se ele é conexo, e, caso nao seja, explorar
suas componentes. Podemos realizar tal busca em tempo O(|V| 4+ |E|). Da mesma
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forma, uma operacdo MERGE também ¢é executada em tempo O(|V'|+|E|). O nimero
maximo de operagoes PULL e MERGE aplicadas pelo algoritmo é O(|V]). Assim,
APPROX-1 executa em tempo O(|V||E|) e a prova do teorema esta concluida.

]

Recentemente, MOURA et al. (2021) apresentaram uma %—aproximagéo para o

MinMax BCP3 que executa em tempo pseudo-polinomial. Fazendo uso de scaling,
esses autores obtiveram um algoritmo polinomial com razao % + €, onde € pode ser
tomado tao pequeno quanto se queira. Esse algoritmo ¢ similar ao que descrevemos
nessa se¢ao e possui uma implementacao e analise um pouco mais simples do que as
do algoritmo descrito por G. CHEN et al. (2020), também para o MinMax BCP; e

. . ~ . ~ 3
que também possui razao de aproximagao 3.

4.2 Uma f-aproximacao para o 1-MinMax
BCP,

O algoritmo apresentado na Secao 4.1 pode ser generalizado para o problema
1-MinMax BCP,, gerando uma Z-aproximacao para ele. Esse algoritmo também

mostrado por Y. CHEN et al. (2019), é descrito na prova do teorema a seguir.

Teorema 8. O problema 1-MinMax BCP, admite uma %-aprozimagdo, para q > 3,
que pode ser encontrada em tempo O(|V||E]).

Demonstracao. Seja G = (V, E) um grafo conexo. Podemos aplicar o algoritmo
APPROX-1 em G para obter uma 3-partigao {Vi, Vs, V3} de V de forma que
Vi < [Va| < |V3).

Se |V3| < %n, entao podemos sempre particionar a maior parte em 2 até que

tenhamos ¢ partes. Notamos que a maior parte nao é maior que %n

Se |V3| > %n, seja u o Unico vértice de V3 que pode ser adjacente aos vértices de

Vi e de V.

Como G[V3\ {u}] é desconexo, observamos que existem k > 4 componentes conexas
em G|V \ {u}], que sdo V;, V5 e as demais (pelo menos duas) existentes em G[V3\ {u}].
A maior delas, G[V3], ¢ tal que |G[V5]| < 3n, e as outras terdo tamanho menor que
1

ZTL.

Quando g < k, podemos manter as ¢ — 1 maiores componentes e fazer a uniao
de todas as restantes a partir do vértice u. Assim, teremos uma g¢-particdo conexa
tal que a classe de tamanho maximo nao é maior que max{Vs, OPT}, pois em uma
g-particao 6tima, a parte que contém o vértice u é maior ou igual a ultima parte que
foi construida.

Ja quando a particao que queremos construir devera ter mais partes do que o
numero de componentes que possuimos, ou seja, ¢ > k, podemos usar a mesma técnica
utilizada quando V3| < $n:
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Comegamos com a particao gerada pelas componentes de G[V \ {u}] e sempre
dividimos a maior classe em duas, até que tenhamos ¢ classes de forma que a maior
classe tenha tamanho menor que %n

Assim, encontramos uma particao 6tima ou uma g-particao em que o tamanho da

maior classe é menor que %n Seja V; tal parte. Entao, pelo Lema 2,

1 1
Vil < =n<=-¢q-OPT.
Vil<gn<g-q
Assim,
Vi| < gOPT,

e esse algoritmo é uma Z-aproximacao para o 1-MinMax BCP,.

No entanto, podemos observar que essa aproximagao nao ¢ justa, pois quando
q > 4, se a g-particao obtida nao for 6tima, o tamanho de sua maior classe é menor
1
que 3n.

Executamos uma vez, no inicio desse algoritmo, APPROX-1, que executa em tempo
O(|V||E]). O ntmero de iteragdes que faremos nesse algoritmo apos essa execugao ¢
no maximo ¢, que é menor que |V|.

Assim, como gastamos O(|E|) por iteragdo para realizar o particionamento de
cada classe, o algoritmo pode ser executado em tempo O(|V||E]|) e é polinomial.

]

Da mesma forma que o algoritmo citado no fim da Segao 4.1, MOURA et al. (2021),
descreveram uma 2-aproximagao polinomial para o MinMax BCP,, com ¢ > 4. Esse
algoritmo foi inspirado na -aproximacao para o 1-MinMax BCP, desenvolvida por
Y. CHEN et al. (2019) e que foi detalhado acima, nessa segao.

Esse novo algoritmo utiliza uma técnica de scaling para lidar com pesos que sejam
possivelmente muito grandes.

Quando os pesos dos vértices do grafo de entrada sao limitados por uma funcao
que é um polindmio no tamanho do grafo, entao esse algoritmo possui razao de
aproximagao exatamente 1.

J& quando esses pesos sao maiores que esse polindmio, a técnica de scaling utilizada
. . e : ) q
faz com que a razao de aproximagao atingida pelo algoritmo seja de 3 + € para algum
e > 0 arbitrariamente pequeno.

Assim, o algoritmo polinomial de MOURA et al. (2021) devolve uma
(4 + €)-aproximagao para o MinMax BCP,,.

Para concluir o capitulo, mencionamos aqui um ultimo resultado, apresentado por
Y. CHEN et al. (2019) que mostra que o algoritmo desenvolvido por CHLEBIKOVA
(1996), que sera exposto na Segao 5.1, além de ser uma %—aproximagéo para o MaxMin
BCP,, também é uma %—aproximagéo para o MinMax BCP,.
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Os algoritmos de aproximacgao que mencionamos para o 1-MinMax BCP,, e para o
MinMax BCP, sao os melhores conhecidos na literatura para grafos conexos arbitra-
rios.
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Capitulo 5

Algoritmos de Aproximacao para
o MaxMin BCP,

Os algoritmos para o MaxMin BCP, sao, em geral, mais complicados do que os
algoritmos para o MinMax BCP,. Por conta disso, neste capitulo vamos apresentar
dois algoritmos, obtidos por CHLEBIKOVA (1996) para o MaxMin BCPy. O primeiro é
para grafos 2-conexos. Chlebikova mostrou como este algoritmo pode ser utilizado
para resolver MaxMin BCP, em grafos conexos arbitrarios.

A primeira observacao que fazemos é o seguinte lema para o MaxMin BCP,,
analogo ao que vimos no capitulo anterior para o MinMax BCP,.

Lema 9. Seja I = (G,w) uma instancia do MaxMin BCP,, que consiste de um grafo
conero G = (V, E) e uma fun¢ao peso w : V — Z,. Entao, OPT(I) < éw(V).

5.1 Uma %-aproximagéo para o MaxMin BCP,

Os algoritmos que apresentamos nesta se¢ao foram desenvolvidos por CHLEBIKOVA
(1996). O primeiro, que chamamos de APPROX-2 lida com grafos 2-conexos e o
segundo usa APPROX-2 para lidar com grafos conexos arbitrarios

5.1.1 Grafos 2-conexos
Antes de apresentar o algoritmo apresentamos um lema auxiliar.

Lema 10. Seja G = (V, E) um grafo 2-conexo e {Vi,Va} uma biparticio conexa
de V tal que |Va| > 2. Existem dois vértices distintos uy,us € Vo tais que tanto
{Vi U{ui}, Vo \ {u1}} quanto {Vy U {us}, Vo \ {uz}} sdao particoes conexas de V.

Agora definimos a operagao PULL-2 que seré utilizada no algoritmo.

Definigao 6 (PULL-2). Para que essa opera¢ao possa ser aplicada em uma biparti¢do

{Vi,Va}, devemos ter w(Vy) < 3w(V). Escolhemos wm vértice u € Vs tal que u
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seja o vértice de menor peso entre aqueles que podem passar de Vy para Vi, man-
tendo a biparticao conexa. Além disso, para aplicar essa opera¢do precisamos que

w(u) < w(V)—=2w(V).
A operagao PULL-2 devolve uma biparticao conexa {Vy U {u}, Vo \ {u}}.

Descrevemos o algoritmo a seguir.

Algoritmo 2 APPROX-2
Entrada: Grafo 2-conexo G = (V, E) e fungéo peso w : V — Z,
Saida: 2-partigao conexa {Vi, o} de V
1: Ordene os vértices de V' de maneira que w(vy) > w(vy) >+ -+ > w(vy,)
VL Vel {{oih, VA {ui}}
. se w(vy) > fw(V) entao
devolva {V, V,}
enquanto w(V;) < 2w(V) faga
se {11, V2 } satisfaz as condi¢oes de PULL-2 entao
u <+ minf{w(v)|v € Vo e {V) U{u}, Vo \ {u}}}
{W,Va} <~ PULL-2(u, V})
: devolva {V,V,}

© XN s

Teorema 11. O algoritmo APPROX-2 ¢ uma Zé-apma:inmgdo para o MaxMin BCP,
que executa em tempo O(|V||E|). Ademais, a razao 5 € justa para esse algoritmo.

Demonstragao. Seja G = (V, E) um grafo 2-conexo com uma fungao pesow : V. — Z,.
Suponha que |V| = n e w(vy) > w(ve) > -+ > w(v,). Seja {V1,Va} a parti¢do
devolvida pelo algoritmo APPROX-2.

Quando w(v;) > sw(V), claramente a biparti¢ao encontrada é 6tima.

Ja quando w(v,) < %w(V), observamos que |V'| > 3. Assim, para qualquer vértice
u escolhido para executar PULL-2 temos w(u) < w(vs), pois v; ¢ Vs, e pelo Lema
10, V5 tem pelo menos dois vértices que podem migrar para V; e manter a biparticao
resultante conexa.

O algoritmo para em dois casos diferentes. Se ele parar quando w(V;) < sw(V) e
w(u) > w(V) —2w(Vy), entdo temos que
1

(w(V) = w(u)) = 5 (w(V) —w(vs)).

N —
N —

Por outro lado, se ele parar quando w(V;) > sw(V)

w(u) <w(V)=2w(\ {u}) =w(V) = 2w(V}) + 2w.

Logo, . .
Z0(V) < (Vi) < S(w(V) +w(w).
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Finalmente, nesse segundo caso,

Fu(V) > w(Vs) > S(w(V) — wu)) >

> (w(V) = ().

DN | —

Dessa forma, em ambos os casos, como w(vs) < w(V), temos

w(v)7

Wl

min{Vi, Va) > £ (w(V) ~ w(vs)) >

4

Mostramos agora que OPT < Zmin{Vi,V2}. Pelo Lema 9, sabemos que

OPT < %w(V). No entanto, conseguimos melhorar essa desigualdade para
OPT < (1 —-2B)w(V), (5.1)

com w(vg) = Pw(V) e f € [1/4,1/3].

Essa nova desigualdade vale, pois, dada qualquer biparticao {V{,Vy} de V', uma
das classes V7 e V5 contém pelo menos dois vértices entre vy, vy € v3. Assim, 0 peso
dessa classe V/, i € {1,2}, sera pelo menos 26w (V) > tw(V).

Para concluir a prova do teorema, vamos analisar dois casos: quando

w(vs) < jw(V) e quando w(vs) > Tw(V).

e Se w(vs) < 2w(V), entdao min{V, Vs}. Pelo Lema 9, temos

4
OPT < 3 min{V}, V5 };

e Se w(vs) < qw(V), entdo w(vs) = Pfw(V) para algum 3 € [1/4,1/3]. Segue

entdo que min{Vy, Vo} > %w(V), e usando a desigualdade 5.1, temos

2(1 -2
Tomamos uma funcao f(3) = 2(1:2”8 ) ¢ observamos que no intervalo (—o0,1)

1
ela ¢ decrescente, e que seu valor maximo no intervalo [1/4,1/3] ¢ em 3 = 1

que resulta em f(f) = %. Assim, nesse caso,

4
OPT < 3 min{V}, V2 }.

Como nos dois casos temos a mesma razao, mostramos que o algoritmo APPROX-2
é uma %—aproxima(;éo para o MaxMin BCP,.

Para mostrar que essa razao ¢é justa, podemos observar a execuc¢ao do algoritmo
no grafo 2-conexo desenhado na Figura 5.1 e com pesos descritos na Tabela 5.1.

Ao executar o algoritmo APPROX-2 no grafo da Figura 5.1, na primeira iteragao
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Uy (%)
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Figura 5.1: FEzemplo de grafo 2-conexo em que o algoritmo APPROX-2 devolve uma
%—aproa:imagdo.
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Tabela 5.1: Pesos para os vértices do grafo desenhado na figura 5.1

obtemos uma parti¢ao V3 = {v1} e u = {v4}. Na segunda iteragao temos V; = {v1,v4}
e u = {vs} e na terceira, Vi = {vy,v4,v5} e u = {v3}.

No entanto, nesse caso, nao satisfazemos uma condi¢ao de PULL-2 e o algoritmo
devolve a bipartigao {Vi, Va}, com Vi = {v1, vy, v5} € Vo = {vq, v3, v6, U7, Vs }.

Observamos que min{w(V}), w(V2)} = 9 e que nesse caso o 6timo seria OPT = 12.

Assim, a razao de aproximacao dessa instancia é % = %.

Quanto ao consumo de tempo do algoritmo, fazemos no maximo |V;| operagoes
PULL-2 e observamos que cada opera¢ao PULL-2 leva tempo O(|E|). Assim, o tempo
de execugao do algoritmo é O(|V||E|), e concluimos a prova do teorema.

]

5.1.2 Grafos conexos

Na Secao 5.1.1 mostramos como encontrar uma %—aproximagéo para o MaxMin
BCP, restrito a grafos 2-conexos. Mostramos agora como resolver esse problema para
grafos conexos quaisquer, mantendo a mesma razao de aproximacao. O algoritmo que
apresentamos aqui foi desenvolvido por CHLEBIKOVA (1996).

Antes de descrevé-lo, precisamos apresentar as seguintes defini¢oes e resulta-
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dos:

Definig¢ao 7. Seja G = (V, E) um grafo conexo e w : V — Z, uma fungao peso. Seja
Ag o congunto de pontos de articulacao de G e Hg o conjunto de blocos de G. Definimos
Te = (V(Tg), E(Tg)) como a drvore de blocos de G em que V(Tg) = AgUHg e
E(Ty) ={{a,H}|H € Hcg eac V(H)N Ag}.

Seja B(H,v) = {UV(H)|H € Hg e H pertence a subdrvore de Tg — {v, H} que
contém v}, em que H € H ea € V(H) N Ag.

Para cada bloco H € Hg, definimos uma func¢ao peso wy nos vértices de H da
sequinte forma:

[ w(v) seveV(H)\A
walv) = { (3wl € Bo(H,0)} sev e V(H)A Ag >

Lema 12. Seja G = (V, E) um grafo conexo com |V| > 2 e {V1,Va} uma biparti¢ao
coneza de V. Existe um inico bloco H = (V(H), E(H)) de G tal que ambos Vi NV (H)
e Vo NV(H) nao sao vazios. Ademais, {Vi NV (H),Vo NV (H)} € uma biparti¢ao
conexa de H.

Lema 13. Seja G = (V, E) um grafo conexo com |V| > 2, H um bloco de G e {Vy, Vy}
uma biparticao conexa de H. Entao existe apenas uma bipartigao conezxa {V1,Va} de

V tal que Vi =ViNV(H) e Vo= Vo NV(H).

Os dois Lemas acima sugerem um algoritmo para resolver o MaxMin BCP, para
grafos conexos quaisquer, reduzindo-os a problemas do mesmo tipo em seus blocos. O
algoritmo esta descrito a seguir.

Algoritmo 3 APPROX-3
Entrada: Grafo conexo G = (V, E) e funcao peso w: V — Z;
Saida: 2-partigao conexa {Vi, Vo} de V

1: Seja Ag o conjunto de pontos de articulagao de G
Seja Hg o conjunto de blocos de G
Construa T usando Ag e Hg
Associe o peso wy a cada H € Hg
para cada H € Hg faga

(VH V1) < APPROX-2(H,wy)

Seja Hy o bloco que maximiza min{wg (Vi V,H)}
Reconstrua {Vi,V,} de V tal que V;HO =ViNHy,i=1,2
devolva {V;, V,}

Teorema 14. Para qualquer grafo G = (V, E) com |V| > 2 e fung¢ao pesow : V — Z,
o algoritmo APPROX-3 devolve uma %—aprom’magdo para o problema MaxMin BCPs
em tempo polinomial.

Demonstracao. Claramente o algoritmo pode ser executado em tempo polinomial.

27
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Chamemos de mg o valor min{w(V¥), w(V;#)} da bipartigao {Vi, Va} devolvida
por APPROX-2 e seja OPTg o peso da menor classe de uma biparti¢do 6étima de H
e wy. Pelo Teorema 11, temos que OPTy < %mH.

Seja {V{, V5'} uma biparti¢ao 6tima para G e w. Pelo Lema 12, existe um bloco
H* = (V* E*) de G tal que {V{*"NV(H*), V>NV (H*)} ¢ uma biparti¢do conexa de H*.

Pela definicao de wy na equagao 5.2, temos que
OPT = min{w(Vi" NV (H")),w(Vy N V(H"))} = OPTy-.

Entao, se Hy ¢ o bloco escolhido por APPROX-3, temos que min{V, Vo} = mpy, >
mpy~. Portanto,

4 4 4
OPT = OPTy- < S < 3 = 3 min{V;, V5}.

Dessa forma, o algoritmo APPROX-3 é uma %—aproxima(;éo para o MaxMin BCPs.

[]

Podemos observar que se, em vez de usarmos o algoritmo APPROX-2 como uma
rotina de APPROX-3, usarmos qualquer outro algoritmo para grafos 2-conexos com
razao de aproximacao «, o algoritmo APPROX-3 também tera razao «. Por conta
disso, temos o seguinte corolario

Corolario 1. Se existe uma a-aproximagcao para o problema MaxMin BCPy restrito
a grafos 2-conexos, entao existe uma a-aprorimacdo para grafos conexos arbitrdrios.



Capitulo 6

Resultados de
Inaproximabilidade

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados de inaproximabilidade existentes
na literatura para os problemas considerados neste texto.

As provas aqui apresentadas usam de redugoes polinomiais e o problema que seréa
utilizado para tais reducoes é definido da seguinte forma:

Defini¢ao 8 (EXACT COVER). Dada uma cole¢io C = {C1,Cs, ...,Cs,} de subcon-
Juntos de um conjunto X = {x1,xa, ..., x3,} com |C;| =3, j € [3q] e cada elemento de
X ocorrendo exatamente trés vezes nos subconjuntos de C, queremos saber se existe
uma subcole¢io C' = {C},,C},, ...,C;,} de C que cobre X exatamente, ou seja, cada
elemento de X aparece exatamente uma vez em algum dos subconjuntos de C'.

GAREY e JOHNSON (1990) mostraram que o problema acima é NP-dificil.

O primeiro resultado que apresentamos foi mostrado por CHLEBIKOVA (1996)
e trata do problema BCP; em grafos conexos com pesos uniformes. Esse resultado
afirma que aproximar o 1-MaxMin BCP, com garantia de erro absoluto |V =€ para
qualquer € > 0 é NP-dificil.

Vamos mostrar isso apresentando uma reducao de EXACT COVER para o
1-MaxMin BCP,. Primeiro mostramos como fazer essa redugao, depois provamos
alguns resultados intermediarios, e, finalmente, provamos o resultado principal.

Definicao 9. Dada uma instincia C = {C1,Cy,...,Cs,} ¢ X de EXACT COVER,

algum € > 0 e um inteiro k > %, construimos um grafo G = (V, E) da sequinte forma:
_ Primeiro construimos um grafo G= (f/, E) de forma que o conjunto de vértices
V' seja )

V =X UCU/{x,z},

29
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em que Ty e z sao novos vértices, e o conjunto de arestas E seja

w
S

E = J{(Cy,mi)|ai € C;} U{(Cy,2) U (Cj, 20)}).

Jj=1

Isto €, os vértices referentes a cada conjunto C;, j =1,...,3q serao conectados
com todos os elementos desse conjunto. Ademais, todos os vértices referentes aos
conjuntos C; sao conectados tanto ao vértice o quanto ao vértice z.

Para simplificar a escrita, definimos as sequintes varidveis:
r = 4q",

p=8¢",

s = 24¢"? + 4¢F L.
Finalmente, para obter o grafo G, adicionamos caminhos unicos em cada vértice
de V' da sequinte forma:

e Em cada vértice x;, 1 = 1,2,...,3q conectamos um caminho

(Bi2s B3, - - -+ Bip)-

o Em cada vértice Cj, j =1,2,...,3q conectamos um caminho

(7,7,27 7]}37 s 7’7]',7')'

e No vértice z conectamos um caminho

(g, g, ..., Q).

Assim, observamos que o grafo G = (V, E) formado é conexo, bipartido e tem

numero de vértices
[VI=s+ 3q+1)p+3qr =

= 24¢"? + 4¢" + (3¢ + 1) - 8¢" + 3¢ - 4¢F =
= 48¢"? 4 24qk + 1.

Essa reducao pode ser feita em tempo polinomial.

Dados € > 0 e inteiro k > % como na Defini¢ao 9, existe um ntumero finito de

instancias para as quais a desigualdade
(48qk+2 + 24qk+1)1—5 < qk: (61)

nao vale. Podemos, entao, nos restringir as instancias do problema em que a desigual-
dade vale.
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Afirmagao 1. Em uma instincia X e C de EXACT COVER, se existe subcole¢io
C' de C que cobre X exatamente, entdo existe uma 2-particao conexa {Vy*,Vy'} de G,

gerado como na Defini¢io 9, tal que |V*| = |V5f| = %

Demonstra¢ao. Podemos criar uma 2-partigao conexa {{z} U (C\ C'),{zo} U X UC}
de V(G). A partir dela, podemos tomar a 2-particio {V*,Vy'} de V(G) tal que
{z}U(C\C) C Vi e{xp}UXUC C Vy. Além disso, os caminhos tnicos adicionados
a cada vértice de G para formar o grafo G devem ficar na mesma classe Vir ou V5 que
o vértice inicial do caminho.

Temos
H/l*‘ _ 2q r 4= 24qk+2 + 12qk+1
Vol =(Bq+1)-p+q-r=24¢""+12¢""".
Concluimos entao que |V*| = |V5f| = |21|

]

Afirmagao 2. Seja C e X uma instincia de EXACT COVER e G o grafo formado
como na redugao apresentada na Definicao 9. Seja {Vi,Va} uma 2-particao conexa

desse grafo tal que min{|V4|, |Va|} > |2ﬂ —r+1. Ademais, considere que z € V. Entao,
C N Vy € uma subcolecio que cobre X exatamente.

Demonstra¢ao. Observamos que {zo} U X C V5, pois caso contrério, como z esta em
Vi terfamos que
V]

|V1|25+p+7’:7+7’.

Logo, |V5| < % — r, uma contradicdo.

Como X C V4, por conta da conexidade do subgrafo G[V5], temos que [CN V3| > ¢,
sendo que |C N V;| = ¢ é possivel apenas quando C N V5 cobre X exatamente.

No entanto, podemos observar que |C N V5| > ¢ implicaria em [CNV;| < 2¢ — 1,

entdo V1| <s+(2¢q—1)-r= |21| — r, uma contradigao.

Dessa forma, |C N V,| = g e C NV, cobre X exatamente.
[

Afirmacgao 3. Seja A um algoritmo que recebe como entrada um grafo conezxo bipartido
G = (V, E) e devolve uma aproximag¢do para o 1-MaxMin BCPy com garantia de erro
absoluto |V|'7¢.

Ao aplicar A no grafo G, obtido pela reducao de uma instincia C e X de EXACT
COVER, podemos decidir a existéncia de C' C C que cobre X exatamente da sequinte
forma: Se A(G) > %' — %, entao existe tal C', por outro lado, se A(G) < |2ﬂ — 7, tal
C’ nao existe.

Ademais, o algoritmo A ndo devolve menhum walor no intervalo aberto
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Ou seja, o algoritmo A resolve o problema NP-completo EXACT COVER.

Demonstragao. Seja G = (V, E) o grafo obtido pela redu¢ao de uma instancia C, X
de EXACT COVER. Seja {V}, V2} uma 2-parti¢ao conexa de V.

Pela desigualdade 6.1 temos
|V|1—e — (48qk+2 + 24qlc+1)1—5 < qk — _.

Se existe uma cobertura exata para C, entao, pela Afirmacao 1, o valor maximo de
min{ Vi, Vo} é |—‘2/| ¢ a saida do algoritmo, A(G), deve satisfazer

V] s L
AG) > — = V| > — — -,
@ > - vpe> -
Se nao existe cobertura exata para C, entao, pela Afirmacao 2, o valor maximo de

. . . \% . . .
min{Vj, V5} é menor ou igual a % — 17 e a saida do algoritmo deve satisfazer

A partir dessas afirmagoes, CHLEBIKOVA (1996) provou o seguinte teorema.
Teorema 15. Seja G um grafo conexo com pesos unitdarios nos vértices.

Para qualquer € > 0, aprorimar maxmin{Vy, Vo} para uma particio conexa
{V1,Va}, com garantia de erro absoluto |V|'~¢, é NP-dificil (inclusive para grafos
bipartidos).

Demonstracao. Seja C e X uma instancia de EXACT COVER. Pelas Afirmagoes 1,
2 e 3 concluimos que podemos resolver EXACT COVER por meio de uma redugao
polinomial a aproximar 1-MaxMin BCP, com garantia de erro absoluto |V|'~¢.

Como sabemos que EXACT COVER é NP-Completo, entao segue que esse pro-
blema de aproximacao é NP-dificil.

]

Agora mostramos o seguinte resultado obtido por CHATAIGNER et al. (2007)
também sobre o BCP,, que trata de grafos 2-conexos.

Teorema 16. A versdo de decisio do BCPy é NP-completo no sentido forte para

grafos 2-conexos.

Demonstracao. Para provar esse Teorema apresentaremos uma reducao do problema

EXACT COVER para o BCPs.
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Dada uma instancia (X,C) de EXACT COVER, seja G = (V, E) o grafo gerado
da seguinte forma:
V=XUCU/{a,b}
3q
E = | JHCjwilzi € C;} U{Cja} U{C;b}]

j=1
E facil ver que G é 2-conexo e pode ser construido em tempo polinomial. Considere a
funcao peso w: V — Z, tal que

9> +2q sev=a

) 3q sev=">
w(v) = 3q sev=ux;,t=1,...,3q
1 sev=Cj,1=1,..,3q

Assim, podemos observar que w(V) = 2(9¢* + 4q).

Vamos mostrar que C contém uma cobertura exata de X se e somente se G' possui
uma 2-partigao conexa {Vi, V2} tal que min{V;, Vo} > #

Primeiro, mostramos que, dada uma cobertura exata C’, temos uma 2-particao
que respeita a condigao estabelecida.

Seja C' uma cobertura exata de X e considere a 2-particao {Vi,Va} de V de
maneira que Vi = {a} U{C; : C; ¢ C} e Vo ={b} U{C},z; : C; € C' e z;; € C}}.

Como C’ possui g subconjuntos, entao w(Vy) = w(a) + 3¢ — q = 9¢*> + 4q = # e

w(Ve) = 57,

2

Agora, mostramos que dada uma 2-particao conexa de G, C contém uma cobertura
exata.

Seja {V1,Va} uma 2-particdo conexa de G tal que min{V;, 5} > %V), entao,
claramente, min{V}, V4} = @ Notamos que a e b nao podem estar na mesma classe
w(V)

Vi, pois w(a) + w(b) = 9¢* + 5¢ > 5. Suponha entdo, sem perda de generalidade,
que a € V; e b € V5. Nenhum vértice de X esta em Vi, pois senao teriamos w(V;) >

w(a) + 3¢ > # Dessa forma, V; contém a e alguns vértices de C.

Como w(V;) = @ = 9¢% +4q, Vi deve conter exatamente 2¢ vértices de C. Assim,
V5 possui g vértices de C. Como esses ¢ vértices sao independentes e os vértices em
X U{b} sao independentes, é facil verificar que esses ¢ vértices de C em V5 configuram

uma cobertura exata de X.

O

Vamos chamar de DBCP, a versao de decisao do problema BCP,. Podemos
generalizar o Teorema anterior para grafos g-conexos e obter o seguinte resultado:

Teorema 17. Para todo q > 2, a versao de decisao do BCP, é NP-completo no
sentido forte para grafos q-conezos.
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Demonstracao. Como ja provamos para ¢ = 2, suponha que ¢ > 3. Vamos mostrar,
por indugao em ¢, que DBCP,_; pode ser reduzido a DBCP,, ou seja, podemos
resolver o problema de encontrar ¢ — 1 classes conexas balanceadas em uma grafo
(¢ — 1)-conexo, resolvendo o problema de encontrar ¢ classes conexas balanceadas em
um grafo g-conexo.

Seja I = (G, w, m) uma instancia de DBCP,_; que consiste de um grafo (¢ — 1)-
conexo GG = (V, E), uma funcdo peso w : V' — Z, e um inteiro positivo m. O objetivo
é responder se a instancia possui solugao com medida pelo menos m, em que a medida
¢é o peso da classe mais leve.

Precisamos construir uma instancia I’ = (G, w’,m) de DBCP,. Faremos isso da
seguinte forma:

O grafo G’ tera conjunto de vértices V'’ e conjunto de arestas £’
V' =V U{v'} com um vértice v'que nao esta em V

E'=FU{vu:ueV}

Além disso, vamos definir a fungdo w’ : V — Z, tal que w'(v') = =% e w'(v) =
w(v)Vv € V.

E facil ver que podemos construir G’ em tempo polinomial no tamanha da instancia
I. Além disso, observamos que, como v’ esta conectado com todos os vértices de G,
G’ & g-conexo.

Vamos mostrar que I de DBCP,_; possui uma (g — 1)-parti¢ao conexa com medida
pelo menos m se e somente se I’ de DBC'P, possui g-particao conexa com medida
também pelo menos m.

Primeiro provamos que, se I possui uma (¢ — 1)-partigdo conexa com medida pelo
menos m, entdo I’ possui g-parti¢do conexa com medida pelo menos m.

Seja P = {V4,...,V,_1} uma (¢ — 1)-particdo conexa de G com medida pelo menos
m. Entéao, claramente, {V1,..., V1, {v'}} é uma g-parti¢do conexa de G’ que possui
medida pelo menos m, pois {v'} serd a classe de peso minimo apenas se todas as
outras tiverem exatamente o mesmo peso.

ra vam rovar qu ul uma ¢g-partica nex m medida m

Agora vamos prova e se I' poss a articdo conexa co edida m’ tal

ue m’' > m, entao ossul uma (g — 1)-particao conexa com medida pelo menos m.
"> m, entao I 1 t did 1

Suponha que P’ = {V{,...,V]}, e, sem perda de generalidade, que v’ estd na classe
V. Além disso, assumimos que a primeira classe ¢ a mais leve, isto ¢, w'(V}) < w'(V})
. 1% s .
com 2 <7 < ¢g— 1. Como w'(V])) > %, temos que essa classe s6 é a mais leve se

todas as outras tiverem o mesmo peso que ela, assim m’ = w'(VY).

Vamos considerar uma nova classe R = V,\ {v'}. Caso R seja vazio, entdo podemos
simplesmente remover a classe V' e, assim, {V/, ...,V ;} é uma (g — 1)-particdo conexa
de G = (V, E) com medida m'. Ja se R # (), como G é (¢ — 1)-conexo, podemos
distribuir os vértices de R entre os conjuntos V;, com 1 <i < ¢ — 1. Isso ¢ feito de
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forma a formar novos conjuntos V' U R; que induzem subgrafos conexos em G tal que

R=UL R.

Nesse caso, {V/U Ry, ...,V | UR, 1} serd uma (g — 1)-particao conexa de G. Essa
parti¢ao tera medida pelo menos m’, e como m’ > m, a prova da afirmacao esta
completa.

Para completar a prova, basta observar que para ¢ = 2, a prova ja foi feita no
Teorema 16. Entao, para ¢ > 3, pela reducao que foi apresentada, podemos concluir,
por inducao, que para todo ¢ > 2, a versao de decisao do BCP, ¢ NP-completo no
sentido forte para grafos ¢g-conexos.

]

Podemos observar que do resultado obtido no Teorema 17, temos o seguinte
resultado de inaproximabilidade

Corolario 2. Para todo ¢ > 2, o problema BCP, restrito a grafos q-conexos nao
admite FPTAS, a nao ser que P = NP.

Um outro resultado apresentado por CHATAIGNER et al., 2007 é relacionado ao
Teorema 15. Esse Teorema considera o erro absoluto do valor encontrado em relacao
ao o0timo. No entanto, podemos considerar a razao entre esse valor e o 6timo. Assim,
obtemos um novo Teorema.

Para provar esse proximo Teorema, faremos uma redugao de uma instéancia (X, C)
de EXACT COVER a um grafo G = (V, E) e uma funcdo peso w : V. — Z, da
seguinte maneira:

V=CUX U/{a,b}
3q
E = [Jl{Cjailzi € G5} U{Cja} U{C;b}]

j=1

6> +¢> sev=a

2¢° sev=>
w(v) = 2q° sev=u;,1=1,..,3q
q sev=Cj,1=1,..,3q

A partir disso, provamos duas afirmacoes que serao importantes para a prova do
Teorema.

Afirmacao 4. Se existe subcolegio C' de C que cobre X exatamente, entao G possui

. . v
uma 2-particao conexa com medida #

Demonstracao. Dada uma cobertura exata C' de X, considere a 2-particdo conexa
{W1,Va} de G com V; = {a} U (C\C') e Vo = {b} UX UC'" Claramente, temos que
w(Vh) = 6¢* + 3¢* = @ = w(Va).

]
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Afirmagao 5. Se G possui 2-particao conexa {Vi,Va} com medida pelo menos
wTV) — g+ 1, entao existe subcolecao de C que cobre X exatamente.

Demonstragao. Seja {Vi,Vo} uma 2-partigao conexa de G com medida m tal que

mZ#—q—i—l.

Observamos que os vértices a e b nao podem fazer parte da mesma classe V; com

i € {1,2}, pois caso isso ocorresse, a, b e C; para algum j € {1, ..., 3¢}, pertenceriam ao

mesmo conjunto, e entao o pizsg) desse conjunto seria pelo menos 6¢>+3¢*+q = # +q,

w(V
2

sO que, dessa forma, m < — ¢, uma contradicao.

Suponha, sem perda de generalidade, que a € V; e b € V5. Usando uma ideia
similar, podemos provar que X C V5. Como G[V5] deve ser conexo, |C N V3| > ¢, pois
cada um dos 3¢ elementos de X vai estar conectado em no maximo 3 clausulas C' de

C.

No entanto, |C N V5| > g, entao |C N V3| < 2g — le, nesse caso, w(V;) < 6¢° + ¢* +

(2¢—1)g=6¢4>+3¢>—q= # — @, que é uma contradi¢ao. Dessa forma, |[CN V3| = g,

logo C N'V; cobre X exatamente.

]

Dadas essas afirmagoes, obtemos o seguinte Teorema, mostrado por CHATAIGNER
et al. (2007), que é o mais forte conhecido até hoje.

Teorema 18. Nao existe algoritmo para o BCPy, que devolve uma (14-€)-aprozimagao,

com € < #, em que n € o numero de vértices do grafo da entrada, a nao ser que
P = NP.

Demonstracao. Suponha que exista algoritmo A para BCPy para grafos com n vértices
tal que A seja uma (1 + €)-aproximagao com € < #

Vamos mostrar que podemos usar esse algoritmo para resolver o problema EXACT
COVER, que é uma contradicao, a nao ser que P = NP.

Seja (X,C) uma instancia de EXACT COVER com C = {C},Cs, ...,Cs,} e X =
{]31, L) l’gQ}

Contruimos um grafo como descrito acima. Assim, observamos que w(V) =
2(6¢° + 3¢%) e |V| = 6q + 2.

Seja B o seguinte algoritmo, que resolve EXACT COVER:

Dado, (X,C), seja G = (V, E) um grafo construido como descrito acima. Aplique
o algoritmo A em G. Se o algoritmo encontra uma 2-partigdo conexa com medida
pelo menos @ — q + 1, entao C tem cobertura exata. J& se encontra uma 2-particao
com medida menor que essa, C nao possui cobertura exata.

Vamos mostrar que esse algoritmo resolve EXACT COVER.

Suponha que C possui cobertura exata. Entao, pela Afirmacao 4, G possui parti¢ao
2-conexa com medida @ Como A ¢ uma (1 + ¢)-aproximagao, com € < -5 e n = |V,
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entdao A devolve solugao com medida m > 3 - OPT. Como OPT = ( ) , segue que
n? w(V) 1 wV)  w(V) w(V)
m Z . — 1 — . — —
n?+1 2 n?+1 2 2 2(n?2+1)
Como w(V) = 2(6¢* + 3¢*) e n = 6¢ + 2, entao (n(2+)1) <q.

Se C nao possuir cobertura exata, entao, pela Afirmacao 5, G possui apenas
solugoes com medida menor que w(v) —q+ 1.

Dessa forma, claramente, o algoritmo A devolve uma solu¢ao com medida menor
que ( ) —q+ 1.

Como G pode ser construido em tempo polinomial no tamanho de G, segue que B
¢ polinomial no tamanho de (X, C) e isso conclui a prova do teorema.

]
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Capitulo 7

Conclusao

Neste texto discutimos diversos resultados e algoritmos para os problemas MinMax
BCP, e o MaxMin BCP,, tanto em suas versoes sem pesos, quanto em suas versoes
com pesos. No entanto, nao mencionamos todos os resultados existentes na literatura,
e tratamos com detalhes apenas alguns, pois € um assunto amplamente estudado, e
portanto, muito vasto.

Dos algoritmos e resultados de aproximabilidade que foram apresentados em
detalhes, buscamos reproduzir as provas originais de maneira didatica, para ajudar o
leitor na compreensao dessas provas.

Nos Capitulos 4 e 5, buscamos descrever os algoritmos em alto nivel, mas de
maneira que nao fosse dificil transformé-los em cédigos funcionais. Ja no Capitulo 6,
nos concentramos em apresentar provas de alguns dos principais resultados de inapro-
ximabilidade existentes na literatura.

Esse trabalho possibilitou-nos estudar diversos artigos sobre os topicos aqui apre-
sentados. Com isso, levou-nos a aprender diversos novos algoritmos e novas técnicas
para se provar resultados de aproximabilidade e inaproximabilidade.

Esperamos que este trabalho seja 1itil nao s6 para aqueles que tém interesse nos
problema tratados aqui, mas também para aqueles que tém interesse em algoritmos
de aproximacao e provas de inaproximabilidade.
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