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REsuMoO. O estudo de computabilidade e complexidade computacional foi
sempre inicialmente motivado e impulsionado por questoes matematicas fun-
damentais. Nos anos 80, foi introduzido o modelo quantico de computagao
que, na década passada, se mostrou especialmente adequado para resolver
eficientemente problemas mateméticos como o da fatoracdo de inteiros e o
do calculo do logaritmo discreto de um namero. Apresentamos o modelo
quantico de computagdo e algumas relagbes entre as classes de complexi-
dade classicas P, NP, BPP e outras com as novas classes de complexidade
baseadas no modelo quéntico.

(Este trabalho esta4 sendo desenvolvido junto com Marcel K. de Carli Silva, sob
a orientagdo da Profa. Cristina Gomes Fernandes (IME-USP). O Marcel também
fez uma submissdo s Jornadas. A parte do trabalho submetida por ele comple-
menta a nossa, apresentando o resultado algoritmico de maior relevincia na &rea:
o algoritmo de Shor para fatoragdo de inteiros.)

1. INTRODUCAO

Em 1900, em uma palestra marcante no Congresso Internacional de Mate-
maticos realizado em Paris, Hilbert postulou 23 problemas matematicos, que
tratam de temas diversos em matemaética e areas afins. O décimo problema
na lista de Hilbert (determination of the solvability of a diophantine equation)
pergunta se é possivel determinar se uma equacao diofantina arbitraria tem ou
nao solugao por meio de um “processo finito™

Given a diophantine equation with any number of unknown
quantities and with rational numerical coefficients: to devise a
process according to which it can be determined by a finite num-
ber of operations whether the equation is solvable in rational
integers.
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Esse problema pode ser postulado em uma linguagem mais atual como o
seguinte: existe um algoritmo que, dada uma equagado diofantina, determina se
esta tem ou nao solugao?

Note que a questao postulada por Hilbert precede de décadas a invencao
de computadores. Foi apenas nos anos 30 que tais questoes foram formuladas e
tratadas dentro do que ficou depois conhecido como teoria da computabilidade.
Esta é a parte da teoria da computagao especializada em lidar com esse tipo de
questao.

Foi nos anos 30, apés um trabalho de Godel em logica, que a idéia de algo-
ritmo comecou a ser formalizada. Gédel [G6d31] introduziu o conceito de fung¢do
primitiva recursiva como uma formalizagio dessa idéia. Church [Chu33, Chu36]
introduziu o A-cdlculo e Kleene [Kle36] definiu o conceito de fungdes recursivas
parciais e mostrou a equivaléncia entre esse e o A-calculo. Turing [Tur36, Tur37]
por sua vez propos a sua formalizaciao da idéia de algoritmo: as chamadas md-
quinas de Turing. Nesses trabalhos, Turing mostrou também a equivaléncia
do conceito de maquinas de Turing e de fungdes recursivas parciais de Church.
Vale mencionar que o conceito de maquinas de Turing foi independentemente
proposto por Post [Pos36], um professor de colegial de Nova Iorque. Cada uma
dessas propostas diferentes do conceito de algoritmo é chamada de modelo de
computagao.

Foi Kleene [Kle52] quem chamou de tese de Church a afirmagdo de que
todo modelo de computagao razodvel é equivalente ao da méquina de Turing. A
afirmacao é propositalmente vaga, pois visa capturar mesmo modelos que ainda
venham a ser propostos, e cuja natureza nao podemos prever. Por razodvel
entende-se um modelo que seja realista, no sentido de poder (mesmo que de
maneira aproximada) ser construido na pratica.

A teoria da computabilidade no fundo diferencia os problemas decidiveis
(para os quais existe um algoritmo) dos indecidiveis (para os quais nao existe
um algoritmo). O surgimento dos computadores nas décadas de 30 e 40 aos
poucos evidenciou uma diferenga entre os problemas decidiveis: muitos parecem
ser bem mais dificeis que outros, no sentido de que se conhece apenas algoritmos
extremamente lentos para eles. Com isso, surgiu a necessidade de refinar a teoria
de computabilidade para tentar explicar essas diferengas. Foi apenas nos anos
60 que a teoria de complexidade, que trata de tais questoes, tomou corpo, com
a formalizagao da idéia de “algoritmo eficiente”, independentemente introduzida
por Cobham [Cob65] e Edmonds [Edm65|, e a proposta de redugdes eficientes
entre problemas [Kar72].

Foi nessa época que surgiram as defini¢oes das classes de complexidade P
e NP e do conceito de NP-completude, que captura de certa maneira a difi-
culdade de se conseguir algoritmos eficientes para certos problemas. Grosseira-
mente, um problema em NP é dito NP-completo se qualquer outro problema
da classe NP pode ser reduzido eficientemente a ele. A mais famosa questao
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na area de teoria da computagdo é se P é ou nao igual a NP. Se for mostrado
que algum problema NP-completo estd em P, entdo tal questdao é resolvida e
fica provado que P = NP.

Um marco na teoria de complexidade é o teorema de Cook [Coo71, Lev73],
que prova a existéncia de problemas NP-completos. Cook mostrou que o pro-
blema conhecido como SAT, de decidir se uma férmula booleana em forma nor-
mal conjuntiva é ou nao satisfativel, ¢ NP-completo. Apés o teorema de Cook e
o trabalho de Karp [Kar72|, que mostrou que varios outros problemas conheci-
dos de otimizagao combinatéria eram NP-completos, essa teoria se desenvolveu
amplamente, tendo estabelecido a dificuldade computacional de problemas das
mais diversas areas [GJ79).

Um problema muito famoso cuja complexidade continua em aberto, mesmo
apoés varias décadas de esfor¢o da comunidade no sentido de resolvé-lo, é o pro-
blema da fatoracdo de inteiros: dado um inteiro, determinar a sua fatoragao em
numeros primos. Recentemente, o seu parente proximo, o problema de decidir
se um numero inteiro é primo ou nao, chamado de problema da primalidade,
teve sua complexidade totalmente definida, com o algoritmo de Agrawal, Kayal
e Saxena (AKS) [AKS02|, que é alids o assunto de um dos mini-cursos nesse
coléquio. O algoritmo de AKS mostra que o problema da primalidade esta na
classe P, resolvendo com isso uma questao em aberto hd anos. Nao se sabe
até hoje, no entanto, se h4 um algoritmo eficiente para resolver o problema da
fatoragao de inteiros!

Na verdade, a dificuldade computacional do problema da fatoragao de in-
teiros tem sido usada de maneira crucial em alguns sistemas criptograficos bem-
conhecidos. Se for descoberto um algoritmo eficiente para resolver o problema
da fatoragao, varios sistemas criptograficos importantes seriam quebrados, in-
cluindo o famoso sistema RSA de chave publica.

O assunto de nossa iniciagao cientifica — Computacao Quantica — trata de
um novo modelo de computacgdo, o modelo quintico, que vem levantando ques-
toes intrigantes dentro da teoria de complexidade, e pode ter impactos praticos
dramaticos no minimo na area de criptologia. O modelo quintico de computa-
¢ao nao infringe a validade da tese de Church, porém questiona a validade de
uma versao mais moderna dessa, a chamada tese de Church estendida, que diz
que todo modelo de computacao razoavel pode ser simulado eficientemente por
uma méaquina de Turing.

Pode-se dizer que a teoria de computagao quantica iniciou-se nos anos 80,
quando Feynman [Fey82] observou que um sistema quantico de particulas, ao
contrario de um sistema classico, parece nao poder ser simulado eficientemente
em um computador classico e sugeriu um computador que explorasse efeitos da
fisica quantica para contornar o problema. Desde entao, até 1994, a teoria de
computacao quantica desenvolveu-se discretamente, com varias contribuigoes de
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Deutsch [Deu85, Deu89|, Bernstein e Vazirani [BV97], entre outros, que cola-
boraram fundamentalmente para a formalizagao de um modelo computacional
quantico.

Foi apenas em 1994 que a teoria recebeu um forte impulso e uma enorme
divulgagdo. Isso deveu-se ao algoritmo de Shor [Sho94, Sho97|, um algoritmo
quantico eficiente para o problema da fatoracao de inteiros, considerado o pri-
meiro algoritmo quéntico combinando relevancia pratica e eficiéncia. O al-
goritmo de Shor é uma evidéncia de que o modelo computacional quantico
proposto pode superar de fato o modelo classico, derivado das méiquinas de
Turing. O resultado de Shor impulsionou tanto a pesquisa pratica, objetivando
a construcao de um computador segundo o modelo quantico, quanto a busca
por algoritmos criptograficos alternativos e algoritmos quanticos eficientes para
outros problemas dificeis. Essas e varias outras questoes, relacionadas tanto
com a viabilidade do modelo quantico quanto com as suas limitagoes, tém sido
objeto de intensa pesquisa cientifica.

Do ponto de vista pratico, busca-se descobrir se é ou nao viavel construir
um computador segundo o modelo quintico que seja capaz de manipular nime-
ros suficientemente grandes. Tal viabilidade esbarra em uma série de questoes
técnicas e barreiras fisicas e tecnolégicas. Ja se tem noticia de computadores
construidos segundo o modelo quantico, mas todos ainda de pequeno porte.
Em 2001, por exemplo, foi construido um computador quantico com 7 qubits
(o correspondente aos bits dos computadores tradicionais). Nesse computador,
foi implementado o algoritmo de Shor que, nele, fatorou o nimero 15. Uma
parte dos cientistas da computagdo acredita que a construcao de computadores
quanticos de maior porte serd possivel, enquanto outra parte nao acredita nisso.

Do ponto de vista de teoria de complexidade, busca-se estabelecer a relagao
entre as classes de complexidade derivadas do modelo quantico e as classes de
complexidade tradicionais. Também busca-se, claro, estabelecer a complexi-
dade no modelo quantico de problemas bem-conhecidos, ou seja, busca-se por
algoritmos quéanticos eficientes para outros problemas relevantes.

Nesse trabalho, apresentamos os modelos mais tradicionais de computagao
e o modelo quéntico, definimos as principais classes de complexidade classicas
e quanticas, e apresentamos alguns resultados de complexidade envolvendo tais
classes. A parte do nosso trabalho de iniciacao cientifica submetida por Marcel
K. de Carli Silva mostra o resultado algoritmico mais relevante na area de
computacgdo quantica: o algoritmo de Shor.

Esperamos que estes dois trabalhos déem uma visao do que é esta area
nova e intrigante, e das suas potencialidades e dificuldades. O tema é multi-
disciplinar, no sentido de que depende de uma série de conceitos da mecéanica
quantica, e empresta a notacao usada nessa area, o que dificulta um pouco a
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apresentacao da area para pessoas de outras &reas, como computagdao e mate-
mética. Um texto mais completo que estamos preparando dentro dessa inicia-
cao cientifica, com esses resultados e outros, pode ser encontrado no enderego
http://www.ime.usp.br/“magal/quantum/.

2. MAQUINAS DE TURING

Nesse se¢ao, apresentamos o mais tradicional modelo de computacao — a
méaquina de Turing (MT). Uma méaquina de Turing nada mais é que um com-
putador bastante rudimentar com memoria infinita. Vamos apresentar trés va-
riantes desse modelo: a maquina de Turing deterministica, a ndo-deterministica
e a probabilistica. Depois disso, apresentamos o modelo quantico de computa-
cao através da méaquina de Turing quantica, fazendo um paralelo com o modelo
classico de computagao.

2.1. Maquina de Turing deterministica. Uma méiquina de Turing determi-
nistica (MTD) é composta por uma central de controle, uma cabeca de leitura
e por uma fita dividida em células. Essa fita tem um final & esquerda e contém
infinitas células & direita.

Em cada uma das células da fita é armazenado um simbolo pertencente
a um conjunto finito ¥. O conjunto ¥ é chamado de alfabeto da maquina e
contém, entre outros, dois simbolos especiais: o simbolo LI, chamado de branco,
e o simbolo >, que fica armazenado o tempo todo na célula mais a esquerda da
fita.

A cabega de leitura da maquina pode ser vista como um apontador moével
para uma determinada célula da fita. O contetido dessa célula pode ser lido e
alterado pela maquina.

A cada instante, a central de controle da méaquina estd em um dos estados
de um conjunto finito ) de estados. No instante inicial, a maquina comeca em
um estado particular de ), chamado de estado inicial e denotado usualmente
por s. Existe ainda um conjunto especial de estados H C @, chamados de
estados finais, cujo papel serd explicado mais adiante.

Uma MTD funciona da seguinte maneira. Ela recebe como entrada uma
cadeia de caracteres em (X \ {U,>})". Inicialmente a cabega de leitura aponta
para a célula mais & esquerda da fita, e a partir da célula seguinte esti arma-
zenada a entrada da méquina, seguida por brancos. A maquina efetua uma
seqiliéncia de passos até terminar a execucdao. Se q é o estado corrente da ma-
quina e ¢ estd em H, entao ela termina a execucao. Do contrario, ela realiza
trés agoes, determinadas pelo par (g,0), onde o é o simbolo de ¥ contido na
célula que esta sob a cabega de leitura.

A primeira ac¢ao consiste na alteracdo do estado da méquina de ¢ para um
estado ¢’ em Q. A segunda agdo é a escrita de um simbolo ¢’ na célula que esta
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sob a cabega de leitura. A terceira agao consiste no deslocamento da cabega de
leitura, que pode deslocar-se uma posicao para a esquerda, uma posicao para a
direita ou pode continuar apontando para a mesma célula.

A cabeca de leitura da fita sempre desloca-se para a direita quando atinge a
célula mais & esquerda e nunca altera o conteido dessa posicao da fita. Por
conveniéncia, assume-se que a maquina nao pode escrever o simbolo > em
qualquer posicao da fita que nao seja a célula mais & esquerda.

A cadeia de caracteres escrita na fita quando a maquina termina a execucao,
ignorando-se o simbolo [> e os brancos a direita, é a saida da maquina para a
entrada em questao.

Formalmente, define-se uma méquina de Turing deterministica como uma
quintupla M = (@, %, 4, s, H), onde @ é o conjunto de estados, X é o alfabeto
de simbolos, ¢ é uma fun¢do de transigdo de (Q\ H) x X em Q x X x {«+, |, —},
s € @ é o estado inicial e H C @ é o conjunto de estados finais. O conjunto
{+, ]}, —} descreve os possiveis movimentos da cabega de leitura da maquina.

A funcao § descreve um passo arbitrario da maquina e satisfaz uma série
de restricoes correspondentes as mencionadas acima. Suponha que a méiquina
esteja num estado ¢ em @\ H e, sob a cabega de leitura, esteja o simbolo o. Se
(¢,0) = (¢',0',d), o proximo estado serd ¢', o simbolo ¢’ serd escrito no lugar
de o e a cabeca de leitura de M movera de acordo com d.

A configuragdo atual de M é uma tripla (wy, ¢, w2), onde wy,ws € E* e
g € Q. A relagao da tripla com M é que w; é a palavra a esquerda da cabeca
de leitura, g é o estado atual e wo é a palavra & direita da cabega de leitura
ignorando-se brancos & direita. A cabeca de leitura aponta para a posi¢cao que
contém o primeiro simbolo de ws.

Dizemos que uma configuragao (wy, ¢, wy) produz em k passos uma configu-
ragio (w),q’,w}), o que é denotado por (wy, g, ws) F5, (w}, g, w}), se a maquina
sal da primeira configuragao e vai para a segunda em exatos k passos.

2.2. MAquinas de Turing nao-deterministicas. A maquina de Turing nao-
deterministica (MTND) é uma generaliza¢do da maquina de Turing determinis-
tica. Esse modelo tem um papel fundamental na teoria de complexidade pois
estd na base da definicao da classe NP.

A maior parte das defini¢oes e idéias envolvidas na descrigao das MTDs
também se aplica as MTNDs. A diferenga entre a MTND e a MTD esta na
fungdo de transicao e na maneira como as transi¢oes sao feitas a cada passo.
Nas méaquinas deterministicas, existe uma tnica transicao possivel a partir de
uma dupla (g,0), onde ¢ é um estado nao-final e o é um simbolo em ¥. Ja
nas maquinas nao-deterministicas, pode existir mais de uma transicao vélida a
partir de uma dupla (g, o). Em cada passo da maquina, uma transi¢do valida é
escolhida arbitrariamente e é executada.
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O numero de configuragoes que podem ser produzidas a partir de cada
configuragdo em ¥* x @ x ¥* é limitado superiormente por |X| X |@| x 3.

A existéncia de varias transi¢bes possiveis para cada par (g,o) permite a
ocorréncia de computagoes distintas para uma MTND para uma mesma en-
trada. A transicao numa MTND é portanto uma rela¢do e nao necessariamente
uma funcao.

Formalmente, uma méquina de Turing nao-deterministica é uma quintupla
M =(Q,%,A,s, H), onde @ é o conjunto de estados, X é o alfabeto de simbolos,
A é uma relagio de transigdo de (Q\ H) x X em Q x X x {+,|,—},s€Qé
o estado inicial e H C ) é o conjunto de estados finais.

E evidente que as MTDs sdo casos particulares de MTNDs, em que A &
uma fun¢ao (toda fungdo é uma relagao).

Uma transi¢do (¢',0’,d) em A(q,0), onde ¢ € Q e o0 € X, é interpre-
tada como antes. Nela, ¢ € Q, ¢’ € L e d € {«,],—}. Assim, ¢ serd
o proximo estado da méaquina, ¢’ deve ser escrito no lugar de o e d indicara
o deslocamento da cabeca de leitura. Tal transicdo serd valida somente se
(¢',0',d) € A(g,0). A defini¢do de configuracdo é igual & que usamos na de-
finicao da maquina de Turing deterministica. Para MTND, dizemos que uma
configuragio (wy, ¢, wy) produz a configuragdo (w},q’,w,) em k passos, o que
é denotado por (wi,q,ws) F5, (w),q',w}), se, estando a maquina na primeira
configuragao, apds k passos validos ela pode estar na segunda a partir de uma
seqiiéncia de transigoes validas.

Observe que, como as MTNDs podem ter varias computagoes validas pos-
siveis para uma mesma entrada, ela pode produzir saidas diferentes para uma
mesma entrada. Comentaremos mais sobre isso quando falarmos das linguagens
decididas por uma méaquina de Turing.

2.3. Maquina de Turing probabilistica. Uma méquina de Turing probabi-
listica (MTP) é uma maquina de Turing ndo-deterministica M = (Q, X, A, s, H)
que funciona de maneira diferente.

A cada passo, em vez de uma transi¢do aplicavel ser escolhida arbitraria-
mente, dentre todas as transi¢oes aplicaveis, escolhe-se uma com probabilidade
uniforme. Assim, pode-se falar na probabilidade da MTP produzir, numa com-
putacao para uma certa entrada, uma saida especifica. Todas as defini¢bes
dadas para as MTNDs aplicam-se de maneira natural a uma MTP. Observe
que uma MTD é uma MTP em que, a cada passo, h4 apenas uma transi¢ao
aplicavel.

Uma MTP corresponde & formalizacao do conceito de um computador aco-
plado a um gerador de nimeros aleatorios.

E possivel descrever o funcionamento de uma MTP postergando as escolhas
aleatorias para o final. Ou seja, pode-se calcular a probabilidade de se estar em
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uma configuragdo especifica a cada passo e s6 ao final fazer um tnico sorteio
para determinar a configuragao em que terminamos.

2.4. Maquina de Turing quantica. A definicdo de uma méiquina de Turing
quantica (MTQ) assemelha-se & de uma MTP. Uma méquina de Turing quantica
é uma MTND M = (@, X, A, s, H) com a relagdo A substituida por uma fungao

a:QxExQxIx{+,],—=}— Cloy

tal que, para cada (¢,0) em @ x X, vale que

Z ‘OZ(Ch,O'l,q,O',d)P: 1.

Cada ntumero a(qy,01,¢q,0,d) é chamado de amplitude. Note que o deter-
mina uma distribui¢ao de probabilidade nas possiveis transi¢oes aplicaveis a um
par (g,0).

Define-se superposi¢cao de configuragcoes como uma combinagdo linear de
configuragoes, onde o coeficiente de cada termo é um nimero complexo e a
soma dos quadrados dos mdédulos de todos os coeficientes é igual a um. Tal
coeficiente é a amplitude da respectiva configuragao.

A primeira diferenca no funcionamento de uma MTQ frente as maquinas
anteriores é que esta, a cada instante, encontra-se numa superposi¢ao de con-
figuragoes. Se todas as configuragoes da MTQ com amplitude nao-nula forem
finais, a MTQ termina a execugao. Caso contrario, ela efetua uma transi¢ao. A
transicao consiste no seguinte.

Digamos que s = 23:1 ajc;j € a superposicao corrente, onde 22:1 o> =1
e a;j # 0 para todo j. Para cada j, seja C; o conjunto das configuracoes
que podem ser obtidas de ¢; em um passo por meio de uma transicao cuja
amplitude é ndo-nula. Para cada c em C}, seja ol a amplitude correspondente a
transicao de c; para c. Entao, temos que a superposicao resultante da transicao
és = Z;Zl (% Zcecj ac. Quando uma mesma configuragao c aparece em mais
do que um conjunto Cj e |3, o, @j0l|? # 3 cc, lejol]?, dizemos que houve
interferéncia. A interferéncia é negativa se o lado esquerdo é menor que o lado
direito e positiva caso contrario. O fenémeno de interferéncia é o principal
responsavel pela diferenca entre uma MTQ e uma MTP.

Para que a transicio de uma MTQ esteja bem definida, é preciso que a
maquina satisfaca a seguinte propriedade: se, numa superposicao obtida depois
de k passos a partir da configuracao inicial, hd uma configuracao com amplitude
nado-nula num estado final, entao todas as configuracées com amplitude nao-nula
na superposicao estao num estado final.

A segunda diferenca é que, ao final de sua execugao, a MTQ efetua o que

.o~ . t B .o~
chamamos de medi¢cao. Digamos que s = Zj:l ajc; € a superposicao final da
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maquina, com 23:1 laj|?> = 1 e a # 0 para todo j. Uma medi¢do consiste
na escolha aleatéria de uma configuragdo ¢ = ¢; com probabilidade |a;|?, e
na transicdo da superposi¢do s para a superposi¢io s’ = ¢, ou seja, para a
superposicao em que apenas a configuracao ¢ tem amplitude nido-negativa, ou,
mais exatamente 1. A saida da MTQ é o que esta escrito na fita apos a medigao.

A capacidade da MTQ estar numa superposicao de configuragoes e, num
passo, efetuar transi¢bes miltiplas, envolvendo diversas configuracoes é cha-
mada de paralelismo qudntico. Potencialmente é possivel explorar o fenémeno
de interferéncia bem como o paralelismo quantico para se obter algoritmos quin-
ticos eficientes.

3. MODELO CLASSICO DE COMPUTAGAO

Nessa sec¢ao, serao apresentados resultados e definicoes do modelo cléssico
de computacao com o intuito de estabelecer um paralelo durante a apresentacao
dos correspondentes quanticos desses resultados e definigoes.

3.1. Maquina de Turing deterministica universal. Na secio anterior, de-
finimos as maquinas de Turing deterministicas. Em geral, as MTDs sao mode-
ladas para que resolvam um tnico problema. Porém, os computadores atuais
nao estao restritos a uma tnica tarefa.

Vamos mostrar como construir uma maquina de Turing capaz de execu-
tar varias tarefas. Mais precisamente, tal MTD serd capaz de simular qual-
quer MTD (o que ndo é restritivo, pois toda MTND e toda MTP pode ser
simulada por uma MTD). A descrigao baseia-se na apresentacdo de Papadimi-
triou [Pap94].

Seja U a méaquina de Turing universal que vamos construir. Essa maquina
16 uma entrada e a interpreta como sendo a descricao de uma maquina de
Turing M e uma entrada x para essa maquina. A maquina U deve funcionar
de modo que, apds sua parada, sua saida seja a mesma que M devolve ao ser
executada tendo x como entrada.

Vamos determinar agora o padrao de entrada a ser reconhecido por U. Seja
M = (K,%,6,s, H) a maquina que serd simulada, e seja z a entrada na qual a
execucao de M deverd ser simulada.

Cada simbolo de ¥ e cada estado de () serd descrito como um numero
na forma binaria. Os simbolos de ¥ serao representados por nimeros em
{1,2,...,|X|}, os estados de K por ntimeros em {|X|+1, |3Z|+2,...,|X|+|K]|} e
os ntmeros |X|+|K|+1,...,|X|+|K|+5 representarao os simbolos {«, |, =},
> e LI. Todos os simbolos serao representados usando a mesma quantidade de
bits (serdo usados zeros & esquerda quando necesséario). O estado denotado por
s € o estado inicial de M, e sera representado pelo nimero |X| + 1.
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Na parte da entrada que corresponde a M, inicialmente serao fornecidos
como entrada os nimeros |K|, |X| e |[H|. Em seguida, temos a representagao
de |H| estados de M, que indicam os estados finais de M. Finalizando a des-
cricao de M, a fita conterd uma descri¢do de §, na forma de uma seqiiéncia de
((g,0), (p, p, D)). Vamos assumir sem perda de generalidade que os parénteses
e a virgula pertencem a .

%))

Apos a descrigdo da maquina, a fita de entrada de U vai conter o simbolo “;
(que devera pertencer ao alfabeto de U), e apés esse simbolo estard a descrigao
da entrada z para M, codificada da maneira descrita. Como cada simbolo e
estado é representado com o mesmo ntimero de bits, nao h4 ambigiiidades na
descricao da maquina ou da entrada.

Tendo a entrada, U pode comecar sua execucao. Para facilitar a descrigao,
vamos supor que U utiliza 3 fitas, e que cada fita tem uma cabeca de leitura
independente (ou seja, cada cabega pode estar numa posigao diferente das de-
mais). Pode-se provar que uma MTD com uma fita pode simular qualquer MTD
com k fitas e com k cabegas de leitura independentes, k > 1.

Na primeira fita, U receberé a entrada e devolvera a saida. Na segunda fita,
U vai guardar a configuracao atual de M. A configuragao estard no formato
(w, ¢, u), codificada da maneira que ji descrevemos anteriormente. Inicialmente,
a configuracdo inicial serd (I>,s,x). A terceira fita guardarid a descrigdo da
fungdo de transi¢do ¢ de M.

Por fim, U deve simular M. Para isso, no inicio de cada passo, U percorre
a segunda fita até descobrir o estado atual de M, localizando assim a posi¢ao
da cabega de leitura de M em sua fita. Em seguida, U percorre a terceira
fita, procurando uma transicdo que tenha ¢ como estado do dominio, onde ¢
é o estado atual. Feito isso, U move a cabeca de leitura para a esquerda na
segunda fita para identificar o simbolo o que esta sob a cabega de leitura de M e
verificar se a transi¢ao que estd sendo analisada atualmente tem como dominio
o par (g, o). Se nao for esse o par, U procura na terceira fita até encontra-lo.

Apos localizar a transicao adequada, U faz as modificagbes na segunda fita,
movimentando a cabega, alterando o simbolo na posi¢ao que estava anterior-
mente e mudando o estado atual, conforme a descricao da fungao de transigao.
Se o estado atingido pertence a H, a maquina M péra. Caso contrario o processo
se repete.

Na parada, o contetido da segunda fita de U serd igual & palavra que M
devolve apos executar tendo x como entrada. Assim, U copia o conteudo da
segunda fita para a primeira fita e termina sua execugao.

A construcao dessa maquina utilizou uma série de recursos e ferramentas
que facilitaram bastante nossa tarefa: as fitas miltiplas, o movimento inde-
pendente das cabegas de leitura dessas fitas, etc. Nem todas essas ferramentas
podem ser utilizadas no modelo quantico. Além disso, outros cuidados devem
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ser tomados, e isso acaba resultando num aumento significativo da complexidade
da correspondente construgao.

3.2. Principais classes de complexidade. Vamos falar agora sobre as classes
de complexidade mais importantes no modelo classico de computagdao. Nova-
mente vamos nos basear na abordagem feita por Papadimitriou [Pap94].

Para isso, definiremos o significado de tempo e espago consumido nas maqui-
nas do modelo classico. Em seguida, vamos comentar a respeito de linguagens
decididas por cada uma dessas méquinas, e depois disso definiremos as princi-
pais classes do modelo classico de computagao.

Tempo consumido pelas mdquinas de Turing. O tempo consumido por uma mé-
quina de Turing para uma entrada x é o ntimero de passos que ela executa para
ir da configuragdo inicial até uma configuragio final (configuragdo cujo estado
é final).

Um conjunto de méquinas de Turing importante na defini¢cao das principais
classes de complexidade é o das maquinas polinomialmente limitadas. Dizemos
que uma méquina de Turing M é polinomialmente limitada se h4 um polinémio
p(n) : N — N tal que a seguinte afirmagao é verdadeira: para qualquer en-
trada x, ndo ha configuracdo C tal que (>, s, Lz) I—’;/(IM)H C. Ou seja, durante
a computacao de qualquer palavra de tamanho n, a maiquina M para em nao
mais que p(n) passos.

Nas MTDs, é facil descrever a contagem de tempo, pois dadas uma entrada
e uma maquina, a execu¢ao consumird sempre o mesmo nimero de passos.
Assim, uma MTD polinomialmente limitada é uma méquina que resolve um
problema consumindo tempo polinomial no tamanho da entrada para todas as
entradas validas.

No caso das MTNDs, esse conceito € um pouco mais obscuro, pois dadas
uma entrada e uma maquina existem varias computagoes distintas, que podem
consumir quantidades diferentes de tempo. Dizemos que uma MTND é poli-
nomialmente limitada se existe um polindmio que limita o nimero de passos
para qualquer computagdo da méiquina. Ou seja, toda computagao véilida deve
consumir tempo polinomial no tamanho da entrada.

Por fim, as MTPs podem seguir o mesmo esquema das MTNDs, onde hé
uma limitacdo polinomial para todas as computagoes possiveis. Porém, em
algumas classes, ¢ mais interessante limitar polinomialmente a esperancga do
tempo consumido por uma computagao. Ou seja, algumas classes de complexi-
dade exigem apenas que o tempo esperado seja polinomial, permitindo assim a

ocorréncia de entradas e computacoes que consumam tempo nao-polinomial.

Espago consumido pelas mdquinas de Turing. Em geral, o espago consumido por
méquinas de Turing nao tem a mesma importancia que o tempo. Isso porque
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as limitacoes no tempo sdao mais proibitivas do que as de espago, refletindo o
que acontece na pratica atualmente, posto que memoria é um recurso cada vez
mais barato e os processadores estao encontrando limitagoes para aumento de
desempenho cada vez mais dificeis de serem ultrapassadas.

Porém, existem classes de problemas que sao definidas em fun¢ao do espago
consumido pelas maquinas de Turing que os resolvem. Da mesma forma que
no estudo do consumo de tempo, temos interesse especial nos problemas que
podem ser resolvidos por maquinas de Turing que consomem espago polinomial.

As diferencas entre as maquinas de Turing de naturezas distintas ndo sao
muito grandes no consumo de espago. Mais adiante deixaremos claro o porqué
dessa afirmacao, mostrando que a classe NP est4 contida na classe PSPACE.
As duas classes serao definidas adiante no texto.

Dizemos que o espago consumido por uma MT é a maior quantidade de
células distintas usadas pela maquina para realizar uma computagao viavel para
uma determinada entrada. No caso das MTDs, esse nimero refere-se as células
usadas na tnica computagao possivel. J& para MTNDs e MTPs, o valor é o
maior nimero possivel de células utilizadas em uma computacao valida.

Como toda MT s6 pode se deslocar de uma célula a cada passo, claramente
o espago consumido em uma computacao é limitado superiormente pelo nimero
de passos utilizados pela maquina.

Dizemos que uma MT consome espago polinomial se o espago consumido
pela MT é limitado superiormente por um polinémio no tamanho da entrada.

Linguagens e mdquinas de Turing. Ao definir as maquinas de Turing, utilizamos
como parametro o alfabeto ¥. Esse alfabeto é um conjunto que contém todos os
simbolos reconhecidos pela maquina de Turing em questdao. Logo, uma entrada
valida para a maquina deve ser uma palavra composta por simbolos de X \
{u, >}.

Um conjunto de palavras cujos simbolos pertencem a um alfabeto ¥ é cha-
mado de linguagem. Na computacao, as linguagens sdo importantes, e algumas
possuem propriedades que as tornam especialmente interessantes. Porém, dada
qualquer linguagem L, o que geralmente nos interessa é verificar se uma deter-
minada palavra pertence ou nao a L.

Se existe uma maquina de Turing M que, dada uma palavra z, responde se
x pertence ou nao a uma determinada linguagem L, entao dizemos que M decide
a linguagem L. As respostas sdo devolvidas por M através dos simbolos 0 e 1,
que indicam rejeicao e aceitagao, respectivamente, da palavra de entrada. Esses
simbolos devem aparecer sozinhos na fita da miquina ap6s a mesma, ter parado,
na segunda célula da esquerda para a direita. Uma linguagem é recursiva se
pode ser decidida por uma maquina de Turing.
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E interessante notar que no caso da decisdo de linguagens, a resposta das
maquinas de Turing é de dois tipos: negacao ou aceitagdao. Por outro lado, em
alguns casos queremos fornecer uma entrada para uma maquina de Turing e
obter uma saida que nao pode ser descrita apenas com duas respostas distintas.
Por exemplo, se quisermos construir uma maquina que recebe a representacao
biniria de um nimero x como entrada e devolve como resposta a representacao
binaria do nimero z + 2, claramente devemos fazer uma méaquina capaz de
devolver mais do que duas respostas distintas.

Nesse caso, dizemos que estamos lidando com um problema, € nao com uma
linguagem. Rigorosamente, existem diferencas entre problemas e linguagens,
mas como podemos transformar uma coisa na outra de maneira razoavelmente
simples, vamos falar de problemas e linguagens nesse texto de maneira indis-
tinta.

A partir do conceito de decisao de linguagens, podemos definir o comporta-
mento das maquinas de Turing. No caso das MTDs, o conceito pode ser aplicado
de maneira direta. Como para cada méquina e para cada entrada existe uma
Gnica computagao possivel, dizemos que uma MTD M decide uma linguagem L
se toda palavra x em L é aceita por M e se toda palavra x fora de L é rejeitada
por M.

No caso das MTNDs, ja vimos que podem existir varias computagoes e
varias saidas possiveis para uma maquina e uma entrada. Assim, dizemos que
uma MTND M decide uma linguagem L se toda palavra x € L é aceita por M
em alguma de suas computagoes, e se toda palavra z ¢ L é rejeitada por M
em todas as suas computagoes. Essa definicdo acaba mostrando a caracteristica
das MTNDs que faz com que elas sejam mais eficientes computacionalmente e
menos realistas do que as MTDs.

As classes P e PSPACE. A partir do conceito de maquinas de Turing poli-
nomialmente limitadas, vamos definir as linguagens polinomialmente decidiveis.
Dizemos que uma linguagem é polinomialmente decidivel se h4 uma méquina
de Turing deterministica polinomialmente limitada que a decide.

A classe P (polynomial-time) entdo é o conjunto de todas as linguagens po-
linomialmente decidiveis. A classe P é extremamente importante, pois contém
a maior parte dos problemas que podem ser resolvidos de maneira eficiente. Di-
zemos que um problema é resolvido de maneira eficiente se existir um algoritmo
que o resolve em tempo polinomial no tamanho da entrada.

Como propriedades, temos que P é uma classe fechada sob unido, intersec-
¢ao, concatenacao e estrela de Kleene. Essas propriedades sao importantes e
suas provas sao interessantes, mas vamos omiti-las nesse texto.

De maneira bastante parecida com a que definimos a classe P, podemos
definir a classe PSPACE (polynomial-space). Vale ressaltar que, enquanto a
primeira faz a classificacdo das linguagens em func¢do do tempo consumido, a



14 CARLOS HENRIQUE CARDONHA

segunda o faz em funcao do espago consumido. Dizemos que uma linguagem
pertence & classe PSPACE se ela é decidida por uma maquina de Turing de-
terministica que consome espago polinomial.

E facil ver que P C PSPACE: toda MTD que consome tempo polinomial
certamente consome espaco polinomial, j4 que, a cada passo, a cabeca de lei-
tura da maquina s6 pode se mover de no maximo uma célula a direita. Por
outro lado, o inverso nio é verdade. E facil imaginar uma MTD que consome
tempo superpolinomial mas espag¢o polinomial. Assim, é concebivel (e até de
se esperar) que existam linguagens em PSPACE que néo estejam em P. Sur-
preendentemente, nao se sabe até hoje se este é o caso ou nao, ou seja, nao se
conhece nenhuma linguagem que esteja em PSPACE porém nao em P.

As classes NP e coNP. As classes NP e coNP podem ser descritas de maneira
parecida com a que descrevemos a classe P. Conforme explicaremos adiante,
essas classes sao muito importantes no estudo da teoria de complexidade clas-
sica.

Vamos descrever NP (nondeterministic polynomial-time) e coNP em fun-
cao das méquinas de Turing nao-deterministicas polinomialmente limitadas.
Dizemos que uma linguagem pertence a classe NP se ela pode ser decidida
por uma maquina de Turing nao-deterministica polinomilamente limitada. A
classe das linguagens cujo complemento pertence a NP é denominada coNP (o
complemento de uma linguagem L sob uma alfabeto ¥ é a linguagem ¥* \ L).

As classes NP e coNP contém varios problemas para os quais ndo se co-
nhece algoritmo polinomial, e formam com a classe P a fronteira entre o que
pode e o que nao pode ser resolvido eficientemente no modelo classico. Es-
sas classes também sao importantes porque contém uma grande quantidade de
problemas de grande interesse pratico.

Claramente, toda linguagem que estd em P também estd em NP e
em coNP, visto que uma MTD é uma MTND e é facil modificd-la numa MTD
que reconhece a linguagem complementar. Porém, nao sabemos muito mais a
respeito da relacdo entre essas trés classes. A questao mais importante e co-
nhecida é se NP esta contido em P. Se isso for verdade, saberemos que muitos
problemas para os quais hoje ndo se conhecem algoritmos exatos razoaveis terao
uma solucao polinomial. Porém, sao poucos os que acreditam nessa hipotese.

NP C PSPACE. Uma relagao conhecida entre classes de complexidade que é
de certa relevancia por nao ser 6bvia é que NP C PSPACE. Isso significa que
toda linguagem decidida por uma MTND limitada polinomialmente pode ser
decidida por uma MTD que consome espaco polinomial.

Vamos apresentar a prova de maneira razoavelmente informal, pois o que
queremos mostrar é a idéia que est4 por tras da simulagao de uma MTND por
uma MTD.
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Dada uma MTND M polinomialmente limitada que decide uma lingua-
gem L, queremos mostrar que essa maquina pode ser simulada por uma MTD
M' que consome espago polinomial e decide a mesma linguagem L.

A grande diferenga entre M e M’ estd no ndo-determinismo. Sendo uma
MTND, M requer apenas que uma de suas possiveis computagoes aceite uma
palavra da linguagem L, e também requer que todas as computagoes rejeitem
as palavras que nao estao em L.

Logo, ao simular M, a maquina M’ deve ser capaz de simular todas as
computagoes possiveis de M para poder rejeitar uma palavra corretamente. A
conclusao de que uma palavra esta na linguagem pode ser mais rapida (encontrar
uma computagio que aceita a palavra é suficiente), mas de qualquer forma nao
é possivel determinar a priori quantas simulacoes devem ser feitas.

Assim, considerando o pior caso, é facil ver que toda simulagao de M por
M' que consiste em testar cada uma das computagoes possiveis pode consumir
tempo exponencial no tamanho da entrada.

Porém, sabemos que M é polinomialmente limitada. Logo, todas as suas
computagbes consomem tempo polinomial no tamanho da entrada. A partir
desse fato, podemos perceber que a simulagao de todas as computagoes possiveis
de M por M’ vai consumir espago polinomial no tamanho da entrada (pois toda
computacao que consome tempo polinomial consome espago polinomial, posto
que a cabega de leitura s se desloca no maximo uma posi¢ao para a direita a
cada passo).

Logo, qualquer simulagdo de M por M' que simule cada computagdo em
espago polinomial serve para mostrar a relagao. E a construcao de uma simula-
¢ao com essa caracteristica é razoavelmente simples. A idéia principal consiste
numa espécie de busca em largura num grafo.

O que M’ vai fazer é simular primeiro todas as computagoes possiveis com
t passos em M. SO apo6s a simulacdo dessas computagdes é que M’ vai simular
as computacoes com t 4+ 1 passos.

Para controlar as computagoes, M’ pode indexar as transi¢des das compu-
tagoes com ntimeros. Esses ntimeros serao obtidos a partir de um contador, que
serd representado na base binaria. Logo, apesar do niimero de computacoes
poder ser exponencial, esse numero usado por M’ serd polinomial no tamanho
da entrada.

A cada passo da simulagdo, M’ incrementa seu contador e simula a com-
putacao de M referente a seu valor. O contetido da fita para cada simulagao
pode ser guardado numa fita auxiliar durante a simulagdo desse passo, e antes
da proxima simulacao essa fita pode ser apagada. Dessa forma, o espaco usado
para guardar as simulagoes também serd polinomial no tamanho da entrada.
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Como as transi¢oes de M podem ser simuladas pelos estados de M, temos

que a simulagdo pode ser feita consumindo espago polinomial no tamanho da
entrada. Assim, temos que NP C PSPACE.

As classes RP e coRP. As classes que discutimos a seguir envolvem computa-
¢oes probabilisticas, e sdo de fundamental importancia tanto no modelo classico
como no modelo quantico.

A primeira classe que vamos definir ¢ a classe RP (randomized polynomial-
time). Na literatura, essa classe é definida em funcdo das mdquinas de Turing
Monte-Carlo. Infelizmente nao had um consenso quanto a uma definicao para
essas maquinas (algumas fontes falam que essas maquinas devem ser limitadas
polinomialmente, enquanto outras nio estabelecem essa restri¢do). Logo, vamos
fazer a defini¢do da classe em funcao de suas propriedades principais.

Para que uma linguagem L pertenca a classe RP, deve existir uma méquina
de Turing probabilistica M limitada polinomialmente que tenha as seguintes
propriedades:

(1) Se uma palavra z dada na entrada ndo estd na linguagem L, entdo a
maquina M sempre rejeita a palavra x.

(2) Se uma palavra = dada na entrada esta na linguagem L, entdo a maquina
M aceita x com probabilidade maior que 0,5.

Essas duas propriedades caracterizam a méquina de Turing probabilistica
Monte-Carlo.

A classe RP contém varias linguagens decididas por MTPs que em geral sao
bastante eficientes. Porém, como a definicao mostra, tais maquinas nao sao pre-
cisas, pois podem rejeitar palavras erroneamente. A tnica garantia que temos
é que nenhuma palavra que nao estd na linguagem sera aceita pela maquina.

A existéncia desses erros pode ser contornada de modo que os resultados
obtidos sejam satisfatorios. Uma maneira usual de fazer isso é executar a ma-
quina com a mesma entrada algumas vezes, rejeitando uma palavra somente
se tal palavra for rejeitada em todas as execugbes. Assim, podemos reduzir
bastante a probabilidade de uma rejeicao indevida.

Tendo definido a classe RP, podemos definir a classe coRP, que pode ser
vista como seu complemento. Para que uma linguagem L pertenca a classe
coRP, deve existir uma maquina de Turing probabilistica M limitada polino-
mialmente que tenha as seguintes propriedades:

(1) Se uma palavra z dada na entrada ndo estd na linguagem L, entdo a
maquina M rejeita x com probabilidade maior que 0,5.

(2) Se uma palavra z dada na entrada esta na linguagem L, entdo a maquina
M nunca rejeita a palavra z.
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As defini¢oes deixam claro o carater complementar das duas classes. En-
quanto as linguagens que estao em RP admitem méiquinas que devolvem res-
postas positivas falsas, as linguagens de coRP admitem méaquinas que devolvem
respostas negativas falsas.

As classes ZPP e BPP. Na ultima se¢ao, vimos classes de linguagens que sdo
decididas por MTPs limitadas polinomialmente que podem aceitar ou rejeitar
erroneamente uma determinada palavra.

Agora, vamos definir a classe de linguagens que exigem das maquinas que
as respostas sejam corretas, mas que abrem mao da certeza da polinomialidade
na execucao.

Para que uma linguagem L pertenga a classe ZPP (zero-error probability
polynomial-time), deve existir uma méaquina de Turing probabilistica M que
sempre aceita palavras que pertencem a L e sempre rejeita palavras que nao
pertencem a L cujo tempo esperado de execucao é polinomial.

Pela defini¢do, podemos perceber que a classe ZPP é muito parecida com
a classe P, diferindo apenas no fato de que as maquinas utilizadas podem con-
sumir tempo superpolinomial em algumas computagoes.

Por fim, vale destacar a seguinte propriedade: a classe das linguagens que
pertencem tanto a RP como a coRP ¢é a classe ZPP.

Outra classe de complexidade importante, que de certa forma pode ser
relacionada com as demais classes probabilisticas ja citadas, é a classe BPP
(bounded-error probabilistic polynomial-time). Esta é a classe das linguagens
que exigem maquinas que devolvem respostas erradas com probabilidade estri-
tamente menor que 0,5. Atualmente, sabemos que BPP é igual a sua classe
complementar, mas nao conhecemos sua relagdo com a classe NP. Sabemos
também que a classe RP esta contida em BPP.

4. MODELO QUANTICO DE COMPUTAGAO

4.1. Tempo, espaco e linguagens no modelo quantico. Durante as dis-
cussoes sobre o modelo classico de computacao, fizemos consideragdes sobre
o consumo de tempo e de espago pelas maquinas de Turing deterministicas,
nao-deterministicas e probabilisticas. Faremos agora comentarios sobre esses
recursos agora para as méaquinas de Turing quanticas.

O tempo consumido por uma MT(Q com entrada z é o nimero de passos que
a maquina efetua com entrada = até terminar a execugdao. O espago consumido
por uma MTQ M com entrada x é definido de maneira analoga ao espago
consumido por uma MTND com entrada z. Dentre todas as configuragoes que,
durante a computagao de M com z como entrada, tiveram amplitude nao-nula,
seja ¢ aquela com o maior nimero possivel de células em que M escreveu algo.
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O numero de células de ¢ em que M escreveu algo é o espago consumido por M
com entrada z.

No contexto de linguagens, estamos interessados em MTQs que, para cada
entrada z, tem saida ou z1 ou z0. (Lembre-se que MTQs devem ser reversiveis,
por isso a resposta usualmente binaria é precedida pela entrada.) Diz-se que
uma MTQ M desse tipo decide de maneira exata uma linguagem L se, para todo
x em L, a miquina M produz como saida x1, e para todo = fora de L, a maquina
M tem como saida x0. Para um nimero p entre 0 e 1, diz-se que M decide L
com probabilidade p se M, com entrada z em L, produz xz1 com probabilidade
pelo menos p e, com entrada x fora de L, produz 0 com probabilidade pelo
menos p.

4.2. As classes EQP e BQP. As duas classes de complexidade que iremos
introduzir aqui foram propostas por Bernstein e Vazirani [BV97].

A classe EQP é o conjunto das linguagens que sao decididas de maneira
exata por uma MT(Q que consome tempo polinomial no tamanho da entrada.
Essa classe corresponde & classe P do modelo classico.

A classe BQP é o conjunto das linguagens que sao decididas com probabi-
lidade 2/3. Essa classe corresponde a classe BPP do modelo cléssico.

A seguir, vamos mostrar algumas relagoes envolvendo essas classes e as
classes tradicionais de complexidade.

4.3. Relagoes envolvendo as classes quénticas. Inicialmente, vamos mos-
trar que P C EQP e que BPP C BQP. Essas relagoes sao intuitivamente
claras, dado que as classes da computacao cléssica sao casos restritos das respec-
tivas classes quanticas. Seguem abaixo demonstragoes breves das duas relagoes,
apresentadas no artigo de Bernstein e Vazirani [BV97].

Teorema 4.1. P C EQP.

Demonstragao. Seja L uma linguagem que pertence a classe P. Logo, existe
uma MTD limitada polinomialmente que, para uma entrada z, produz como
saida 1 se z € L e 0 caso contrario.

Para toda MTD, existe uma MTD equivalente (duas maquinas sdo equiva-
lentes se sempre devolvem as mesmas respostas para as mesmas entradas) que
é uma versao restrita de uma MTQ. Ao considerar os problemas de decisao,
podemos perceber que existe uma MTQ limitada polinomialmente que, para
uma entrada z, produz como saida 1 se x € L e 0 caso contrario e que nunca
erra. Logo, L é decidida de maneira exata por uma MTQ, e portanto pertence
a EQP, e P C EQP. O

Teorema 4.2. BPP C BQP.
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Demonstragao. Seja M uma MTP que decide com probabilidade p > 0.5 uma
linguagem L. Para mostrar que L € BQP, podemos mostrar como construir
uma MTQ que simula o comportamento de uma MTP.

Dada uma seqiiéncia de bits aleatérios, uma computacdo de uma MTP
pode ser simulada por uma MTD usando tais bits basicamente sem acréscimo
no tempo consumido. Uma seqiiéncia de bits aleatérios pode ser obtida por
uma MTQ da maneira descrita a seguir.

Esses sorteios aleatérios podem ser realizados por uma MTQ, que recebe
como entrada uma fita apenas com o simbolo 1, realiza uma transi¢ao onde duas
configuragoes farao parte da préxima superposicao. Uma das configuragdes vai
manter a fita com seu conteido original, e a outra vai substituir 0 por 1. A
amplitude das duas configuragoes serd % Feita essa transi¢do, a maquina faz
a medicdo e para, devolvendo 0 ou 1 com probabilidade 0,5 cada.

Assim, como podemos simular uma MTP usando uma MTQ e fazer os
sorteios necessarios também usando MTQs, a linguagem L pode ser decidida
com probabilidade p’ = p > 0.5 por uma MTQ limitada polinomialmente. Logo,
L € BQP, e portanto temos que BPP C BQP. O

As duas provas mostradas acima servem para reforcar idéias que devem
ser intuitivas apds a leitura das defini¢oes envolvidas. Nosso objetivo agora é
mostrar uma relagao menos imediata e mais importante, que envolve o consumo
de espago na simulagao de uma MTQ por uma MTD.

Quando falamos em simulagao de uma MT(Q por uma MTD, estamos nos
referindo a uma simulagao onde queremos saber a probabilidade de cada saida
possivel ser produzida. Nao conhecemos nenhuma simulacdo de uma MTQ
por uma MTD que consuma tempo polinomial no tempo consumido pela MTQ),
porém o teorema abaixo mostra que é possivel fazer uma tal simulagao utilizando
espaco polinomial no espago consumido pela MTQ. Nesse texto, mostraremos
apenas as linhas gerais da prova desse teorema.

Teorema 4.3. BQP C PSPACE.

Demonstragao. Seja L uma linguagem em BQP e M = (Q,%,a,s, H) uma
MTQ polinomialmente limitada que decide L com probabilidade p > 2/3. Va-
mos descrever uma MTD M’ que decide L em espago polinomial. A maquina
M’ para cada entrada z, calcula a probabilidade p, de M aceitar z (ou seja, de
M produzir z; como saida) e aceita ou rejeita x de acordo com o valor de p,.

Dizemos que uma configuragao wiqws tem tamanho k se a cadeia de carac-
teres w;wy tem k caracteres. Dadas duas configuragoes c; e ¢z, denotamos por
a(cy, ce) o valor da amplitude correspondente & transicdo de M que leva ¢; a
c2. Se ndo ha nenhuma transi¢do que leva c; a co, entdo a(cy, c2) = 0. Seja ¢
a configuracdo inicial (>, s, z).
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A maquina M’, para cada t a partir de |z/|, simula ¢ passos de M e calcula
a probabilidade p, de M produzir, em t passos, a saida x;. Essa probabilidade

é dada por
2
Dz = E H a(Cz‘,]_, c’i) )
C1,--5Ct @
onde o somatoério é sobre todas as configuragoes cy, ..., c; de tamanho no ma-

ximo t e ¢; = (>, h, 21), para algum h em H. Note que o nimero de termos no
somatério é no maximo T = t|Z[¥|Q)].

A méquina M’ deve portanto calcular o somatoério descrito acima. O pri-
meiro problema que aparece é a incapacidade de M fazer calculos com niimeros
irracionais. MTDs s6 podem armazenar valores inteiros limitados, enquanto
que cada a(c; 1,c¢;) ndo precisa nem mesmo ser racional. Logo, a simulagdo
serd uma aproximagao, que deverd ter um erro tolerdvel. Por fim, vale destacar
que cada um dos no maximo 7' termos da soma tera t fatores.

Se cada a(c¢;_1, ¢;) for representado com m bits, onde m é grande comparado
a logT, o erro serd pequeno. Logo, cada elemento da matriz serd representado
com um par de inteiros de m bits (um bit para a parte real e outro para a parte
imaginaria), obtendo assim uma precisdo de 2~™. Assim, a primeira dificuldade
jé foi eliminada.

O que M deve fazer é computar cada termo do somatoério e guardar a soma
dos termos. Como cada soma usa pouco espago auxiliar (ou seja, ndo utiliza uma
quantidade exponencial de espago em cada operagdo) e s6 é necessario guardar
a cada operagdao a soma atual, podemos garantir que o espago necessirio para
a operagao € polinomial.

O que resta considerar agora é a obten¢do de cada a(ci_1,¢;). E facil, em
tempo polinomial nos comprimentos de c¢;_; e ¢;, detectar se c¢; pode ou nao
ser derivada de ¢;_; em um passo. Se ndo pode, entdo a(c;_1,¢;) = 0. Se
pode, entdo ao mesmo tempo pode-se determinar a transigao (g1, 01, ¢, 0,d) em
QXX XxQxXx{,|,—}) que, quando aplicada a ¢; 1, leva a ¢;. A méaquina
M' entao aciona uma “sub-rotina” que recebe um numero m e devolve, em
espago polinomial em m, o valor de a(q;, 01, ¢, 0,d) com precisdo 2~™. O valor
devolvido pela subrotina é a aproximagao desejada de a(c;_1,¢;). Mostrar que
de fato ha uma MTD que efetua a tal sub-rotina e consome espaco polinomial
em m nao é tarefa trivial e envolve uma série de etapas. Omitiremos essa prova
nesse texto.

E importante notar que o nimero de tais sub-rotinas nio depende da en-
trada, mas apenas da maquina M. Assim M’ estd bem definida, desde que
existam MTDs que executem tais sub-rotinas. Mais do que isso, cada etapa que
M’ executa consome espago polinomial (assumindo que as sub-rotinas consu-
mam espago polinomial), portanto de fato BQP C PSPACE. Il
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Dos resultados acima, temos que BPP C BQP C PSPACE. Assim, nao
é possivel mostrar que BPP # BQP sem resolver a classica questao de se P
estd propriamente contido em PSPACE ou nao. Por outro lado, no mesmo
artigo, Bernstein e Vazirani [BV97] mostram um oraculo em relagdo ao qual
BPP # BQP. Outros resultados nessa linha, porém direcionados & questao
“P # NP?”, foram provados por Bennet et al. [BBBV97]. Por exemplo, Bennet
et al. mostraram que, em relagao a um oraculo, NP ¢ BQP.
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