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Apresentacao

O presente texto é a monografia final da aluna Cristiane Maria Sato para a disciplina
MAC0499 - TRABALHO DE FORMATURA SUPERVISIONADO do Bacharelado em Ciéncia da Com-
putacao do Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo. O projeto con-
sistiu de uma iniciacao cientifica de 9 meses de duragao sob supervisao do professor Yoshiharu
Kohayakawa. O tema estudado foi entropia de grafos. Durante o desenvolvimento do projeto,
a aluna foi bolsista da FAPESP.

Neste texto, sao apresentados alguns resultados estudados durante o projeto e uma breve
analise sobre a experiéncia da aluna no projeto e no Bacharelado.



Sumario

Apresentacao

Organizacgao do texto

Parte técnica

Introdugao

1

Preliminares e notagao

1.1 Conjuntos e fungées . . . . . . . . .. L
1.2 Teoria dos grafos . . . . . . . . . ..
1.3 Probabilidade . . . . . . . . ... e

Definicao e caracterizagoes

2.1 Codificagao e entropia de grafos . . . . . . .. ... o 0oL
2.2 Uma caracterizagao alternativa . . . . . . . ... ... L L.
2.3 O politopo dos conjuntos estaveis . . . . . . . . ...
2.4 Propriedades basicas . . . . . . .. L.

Cantos convexos

3.1 Entropia de cantos convexos . . . . . . . . ..o e e e
3.2 Pares geradores e antibloqueadores . . . . . . . ... Lo L
3.3 O politopo fracionario dos conjuntos estaveis . . . . . . .. .. .. ... ...

Grafos perfeitos
4.1 Grafos perfeitos e cantos convexos . . . . . . . .. ...
4.2 Grafos perfeitos e entropia de grafos . . . . .. .. ... 0oL

Uma aplicacao a ordenacgao

5.1 Preliminares enotacao . . . . . . . ... Lo
5.2 Ordenagao a partir de informacao parcial . . . . .. .. ... ... ... ...
5.3 Umavisao geral . . . . . . . . . L
5.4 Grafos de comparabilidade . . . . . . ... ... Lo

13
13
15
18
19

23
23
24
26

28
28
31



Sumario

5.5 Decomposicao laminar . . . . . . . ... Lo
5.6 Limitantes . . . . . . . . ..
5.7 Encontrando uma boa comparacao . . . . . ... ...
5.8 Computando respostas . . . . . . . . ... e

Parte subjetiva

6 A experiéncia no projeto e no BCC
6.1 Desesperos, desafios e frustragdes . . . . . . . . . . . ... L.
6.2 Interacao com o orientador . . . . . . . . ... Lo
6.3 Disciplinasdo BCC . . . . . . . . . ..
6.4 Consideracoes finais . . . . . . . ..o

Referéncias bibliograficas

36
38
42
47

50

51
o1
53
53
55

56



Organizacao do texto

Este texto é dividido em duas partes: a parte técnica e a subjetiva. Na parte técnica,
apresentamos alguns resultados estudados durante a iniciagao cientifica. Mostramos a defi-
nicdo, caracterizacoes e algumas propriedades bésicas de entropia de grafos. Apresentamos
também uma caracterizacao de grafos perfeitos usando entropia de grafos. Por fim, mostra-
mos uma aplicacdo de entropia de grafos ao problema de ordenacao a partir de informacao
parcial. Na parte subjetiva, a aluna faz uma breve analise sobre sua experiéncia no projeto
e as relacoes deste com o Bacharelado em Ciéncia da Computacao e suas disciplinas.



Parte técnica



Introducao

Breve historico

O conceito de entropia de grafos tem suas raizes na teoria da informacao, aparecendo pela
primeira vez como solu¢do de um problema de codificagdo proposto por Kérner [12] em 1973.
Considere uma fonte que emite simbolos de acordo com uma distribui¢do de probabilidade.
Concantenando os simbolos, obtemos palavras. Korner queria medir o quao boa podia ser
uma codificagdo de palavras de tamanho fixo emitidas pela fonte, de acordo com uma certa
medida de desempenho.

Uma caracteristica especial é que o conjunto de simbolos é ambiguo, isto é, os simbolos
podem ou nao ser distinguiveis. O mesmo vale para as palavras. Isso permite que vérias
palavras indistinguiveis sejam codificadas da mesma maneira. O desafio entao é usar esse
fato de uma forma inteligente para diminuir o tamanho da codificagao.

A definicdo de entropia de grafos é justamente a solucao para o problema de Korner,
ou seja, é uma medida de desempenho da melhor codificagao possivel. No entanto, nao é facil
trabalhar com essa definicao. O préprio Korner, para mostrar que ela é vélida, provou sua
equivaléncia com uma fungao de minimizagao relacionada a entropia de variaveis aleatérias.
Esta é usualmente interpretada como uma medida da quantidade de informacao contida na
variavel aleatéria.

Uma importante propriedade de entropia de grafos é a subaditividade, isto é, com rela-
¢ao a uma distribuicao de probabilidade fixada, a entropia da unido de dois grafos nunca
ultrapassa a soma das entropias desses grafos. A busca por condi¢bes em que a soma da
entropia de um grafo e a de seu complemento é exatamente a entropia do grafo completo
mostrou-se um caminho frutifero. Os estudos nessa dire¢ao foram iniciados por Korner e
Longo [14]. Em 1988, Korner e Marton [15] provaram que uma condi¢ao suficiente é que,
para qualquer distribui¢do de probabilidade, os grafos em questao sejam um grafo bipartido
e seu complemento.

Em 1990, Csiszar, Korner, Lovasz, Marton e Simonyi [2] mostraram uma nova carac-
terizacao de entropia de grafos. Essa caracterizacao, além de sua simplicidade, relaciona a
entropia de um grafo com o politopo dos conjuntos estaveis desse grafo, sobre o qual sao
conhecidas diversas propriedades interessantes. Usando essa caracterizacao, Csiszar, Korner,
Lovasz, Marton e Simonyi mostraram que a soma da entropia de um grafo e a de seu com-
plemento € igual a entropia do grafo completo para toda distribuicado de probabilidade se e
somente se o grafo é perfeito.
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Os resultados de Csiszar, Korner, Lovasz, Marton e Simonyi foram um grande avango
no estudo da entropia de grafos. Uma das conseqiiéncias de seus resultados é que é possivel
calcular em tempo polinomial a entropia de um grafo perfeito. Isso foi muito importante para
algumas aplicagoes de entropia de grafos.

Korner, Simonyi e Tuza [17] apresentaram também condigdes necessarias e suficientes
para que a soma das entropias de grafos cuja uniao é um grafo completo seja igual a entropia
do grafo completo para toda distribuicao de probabilidade.

Dentre as aplicacoes mais conhecidas, destacamos o uso de entropia de grafos para o pro-
blema de ordenacdo a partir de informagao parcial (Kahn e Kim [3]); para a determinacao
de cotas do tipo Fredman-Komlés para fungoes de espalhamento (hashing) perfeitas e sis-

temas separadores (Korner [13] e Korner e Marton [10]); e em complexidade computacional
(Radhakrishnan [20, 21]).
Organizacao

No capitulo 1, introduzimos a terminologia e a notacao adotadas na parte técnica. No
capitulo 2, apresentamos a definicao de entropia de grafos, caracterizagoes e algumas propri-
edades basicas. No capitulo 3, definimos entropia para cantos convexos, que sao conjuntos
com algumas caracteristicas especiais. No capitulo 4 mostramos uma caracterizacao de grafos
perfeitos usando entropia de grafos. Apresentamos também algumas relagoes entre o politopo
dos conjuntos estaveis e o politopo fracionario dos conjuntos estaveis. Essas relacoes sao es-
senciais para a caracterizacao de grafos perfeitos. No capitulo 5, mostramos uma aplicacao
de entropia de grafos ao problema de ordenacao a partir de informagao parcial.

Os principais artigos estudados para o desenvolvimento desse texto sao:

1. as resenhas sobre entropia de grafos de Simonyi [23, 24];
2. o artigo de Knuth [11] sobre a funcao ¥ de Lovész;

3. o artigo de Csiszar, Korner, Lévasz, Marton e Simonyi [2] em que sdo apresentadas a
caracterizacao de entropia de grafos usando o politopo fracionario dos conjuntos estaveis
e a caracterizacao de grafos perfeitos usando entropia de grafos;

4. o artigo de Kahn e Kim [3] sobre o problema de ordenagdo a partir de informagao
parcial.

Observamos que algumas das demonstracoes mais ficeis omitidas nos artigos e inclui-
das neste texto foram elaboradas pela aluna. Boa parte das demonstragoes originais foram
ligeiramente modificadas, com o objetivo de facilitar a leitura.



Capitulo 1

Preliminares e notacao

Neste capitulo introduzimos a terminologia e a notacao adotadas neste texto. Assumimos
do leitor alguma familiaridade com teoria de grafos e combinatéria poliédrica.

1.1 Conjuntos e fungoes

Em todo texto, usamos V' e U para referirmos a conjuntos finitos. Denotamos por (‘2/) 0
conjunto {{u,v}: u € V,v € V,u # v} dos pares nao-ordenados de elementos de V.

Para cada inteiro positivo n, definimos [n] := {1,...,n}.

O conjunto dos ntimeros reais é denotado por R. Os simbolos RY (respectivamente, RK)
denota o conjunto de todos os vetores indexados por V' e com coordenadas reais (respectiva-
mente, reais nao-negativas).

Seja U C V. Definimos o vetor caracteristico de U como o vetor YU & ]R{K tal que

v_ )1, sevelU;
Xv - s .
0, caso contrario.

Abreviamos log, z como lg z. Denotamos o logaritmo natural de x por Inz.
Uma fungdo f: R — R, onde R C R é dita conveza se

fAz+ (1= Ny) <Af(z) + (1 =) f(y) (L.1.1)

para quaisquer x,y € R e qualquer 0 < A < 1. Dizemos que f é concava se —f é convexa.

Uma funcao f é dita estritamente conveza se a relagao (1.1.1) é estrita para quaisquer x,y € R

e qualquer 0 < A < 1. Dizemos que f é estritamente concava se —f é estritamente convexa.
A seguinte desigualdade é bastante conhecida e serda muito usada ao longo do texto:

Lema 1.1.1 (Desigualdade de Jensen) Seja f: R — R uma funcao convexa e sejam

z1,...,xr € R. Entao
k k
i=1 i=1

sempre que Z,’f:l Ai=1e0< )\ <1 para todo 1.
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Sejam z,y € RY. Usamos a notacio z = y para indicar que z, = y, para todo v € V.
Usaremos a mesma notagao para r < y e x > y e também para x <y e x > y.

Denotamos o vetor nulo por 0 e o vetor com todas as coordenadas iguais a 1 por 1.

Sejam a,b € RK. Definimos lga € RY como

(lg a)v = lg Qy.

Definimos a/b € RY como
(a/b)y = ay/by.

Sejam z!,..., 2" € R™. Sejam \i,..., \, reais ndo-negativos tais que Zle A; = 1. Dize-
mos que
k
Z )\ixi
i=1
é uma combinacdo conveza de a2, ..., x*.

Um conjunto A C R"™ é convezxo se
A+ (1-Nyed

para quaisquer z,y € A e qualquer 0 < A < 1. Isto é, A é fechado por combinacées convexas.
O fecho convexro de um conjunto A C R"™ é o conjunto formado por todas as combinagoes
convexas dos vetores de A. Denotamos o fecho convexo de A por conv(A).
O seguinte resultado é bem conhecido:

Lema 1.1.2 (Média geométrica e média aritmética) Sejam x1,...,z; € R. Entao

k Uk |k
(Hxl> < EZmi. (1.1.3)
=1 =1

1.2 Teoria dos grafos

Um grafo é um par G = (V, E), onde V é um conjunto finito e E C (‘2/) Dizemos que
G é um grafo sobre V, e que V é o conjunto de vértices e E é o conjunto de arestas de G.
Chamamos os elementos de V' de wvértices e os de E, de arestas.

Dado um grafo G, denotamos por V(G) o conjunto de vértices de G e por E(G) o conjunto
de arestas de G.

Uma aresta {u,v} serd abreviada como uv.

Seja uv uma aresta. Dizemos que uv liga os vértices u e v, e que u e v 8a0 pontas de uv.
Dizemos também que u e v sao adjacentes ou ligados.

O complemento de um grafo G ¢ o grafo G := (V, (‘2/) \ E(G)).

Um grafo G ¢é dito completo se E(G) = (‘2/) e vazio se E(G) = (. Denotamos por Ky
(respectivamente, Ky) o grafo completo (respectivamente, vazio) sobre V. Denotamos por
K, (respectivamente, K,,) qualquer grafo completo (respectivamente, vazio) com n vértices.

Sejam G e F grafos. Dizemos que F' é um subgrafo de G se V(F) C V(G) e E(F) C E(Q).
Se V(F) = V(G), entao F é um subgrafo gerador de G. Se V(F)U E(F) C V(G) U E(G),
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dizemos que F' é um subgrafo proprio de G. Se E(F') consiste de todas as arestas de G que
tém as duas pontas em V(F'), entdo F' é um subgrafo induzido de G ou, mais precisamente,
F é o subgrafo de G induzido por V(F'). O subgrafo de G induzido por U C V(G) é denotado
por G[U].

Seja G um grafo e U C V(G). Dizemos que U é uma clique de G se G[U] é completo. Se
G[U] é vazio, dizemos que U é um conjunto estqvel de G. Denotamos por w(G) o tamanho
da maior clique de G.

Denotamos por S(G) a familia de conjuntos estéveis de G e por Spmax(G) a familia de
conjuntos estaveis maximais de G.

Os componentes de um grafo G sao os subgrafos induzidos pelas classes de equivaléncia
de V(G) da relagao de equivaléncia ~ dada por: para cada u,v € V(G), temos u ~ v se e
somente se uwv € E(G).

Uma funcao c: V(G) — C é uma coloragao dos vértices de G se c(v) # c(u) sempre que v é
adjacente a u. Os elementos de C' sd@o chamados de cores e |C| é o nimero de cores. Dizemos
que v recebeu a cor c¢(v) ou ainda que c¢(v) é a cor atribuida a v. Note que um conjunto
de vértices que receberam a mesma cor é um conjunto estavel de G. Uma k-coloragao dos
vértices de G é uma coloragao dos vértices de G com k cores. Uma coloragao de vértices é
dita minima se o nimero de cores é o menor possivel.

O nimero cromdtico x(G) de um grafo G é o nimero de cores em uma colora¢ao minima.

E evidente que
w(G) < x(G).

Seja G um grafo e U C V(G). Denotamos por G — U o grafo G[V \ U]. Abreviamos
G —{u} como G — u. Seja E' C E(G). Denotamos por G — E' o grafo (V(G), E(G) \ E').
Sejam G e F grafos. A unido de G e F' é definida como

GUF = (V(G)UV(F),E(G) U E(F)).

1.3 Probabilidade

Um espaco de probabilidade finito consiste de um conjunto finito 2 e de uma fungao
P: Q — [0,1] tal que Y .o P[z] = 1. Um evento é um subconjunto de 2. A probabilidade
de um evento A é definida como
PA] =) Pla].

z€EA

Seja A, B eventos de 2. Definimos a probabilidade conjunta entre A e B como
P[A, B] :=P[AN B].
Se P[B] > 0, definimos a probabilidade condicional de A dado B como

P[A N B
P[B]

P[A|B] =
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Um vetor p é uma distribuicao de probabilidade sobre V', se p € RK e ey = L
Dizemos que uma distribuigao de probabilidade p sobre V' é uniforme se p, = 1/|V| para
todo v € V.

Uma varidvel aleatdria é uma funcao X :  — V. Usamos a expressao X = v para denotar
o evento {z € Q: X(z) =v}. A distribuicdo de probabilidade de uma varidvel aleatoria X é
um vetor em RK, denotado por dist(X), tal que

dist(X), :=P[X = 0]

para todo v € V.



Capitulo 2

Definicao e caracterizacoes

Neste capitulo apresentamos a definicao de entropia de grafos e algumas de suas propri-
edades basicas. Primeiro fornecemos a definicdo dada originalmente por Koérner em 1973.
Em seguida, mostramos duas caracterizagoes com as quais é mais facil trabalhar. Por fim,
provamos algumas propriedades béasicas.

2.1 Codificacao e entropia de grafos

A entropia de grafos surgiu naturalmente de um problema proposto por Koérner [12]
em 1973. Primeiro, damos uma descricao informal do problema, com o intuito de proporcionar
uma visao geral. Em seguida, definimos entropia de grafos formalmente.

Suponha que tenhamos uma fonte que emite simbolos um apds o outro, de acordo com
uma certa distribuicdo de probabilidade. Uma caracteristica especial de nossa fonte é que
nem todos os simbolos emitidos sao distinguiveis dois-a-dois.

Concatenando simbolos emitidos pela fonte, formamos palavras. Dizemos que duas pa-
lavras de mesmo comprimento sao distinguiveis se possuem simbolos distinguiveis em pelo
menos uma de suas posicoes.

Estamos interessados em codificar todas as palavras de um certo comprimento fixo. Isto é,
queremos associar um codeword a cada palavra de modo que palavras distinguiveis sejam
mapeadas a codewords diferentes. E permitido nao codificar uma frag@o insignificante das
palavras, isto é, uma fragao de palavras com baixissima probabilidade de emissao.

Uma codificacao ingénua poderia simplesmente associar um codeword diferente a cada pa-
lavra. Mas uma codificacao mais esperta se aproveitaria do fato de que é permitido codificar
palavras indistinguiveis a um mesmo codeword para diminuir o niimero de codewords neces-
sarios. Nosso problema central é, de alguma forma, medir o desempenho de uma codificacao
e calcular qual seria o melhor desempenho possivel.

Agora descreveremos o problema mais formalmente. Seja V um conjunto finito e p uma
distribuicao de probabilidade sobre V. Chamamos os elementos de V' de simbolos. Suponha
que a fonte emite simbolos de V. Em um dado instante, a probabilidade de um simbolo
v € V ser emitido é p,. Como ja foi dito, nem todos os simbolos emitidos pela fonte sao

13
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distinguiveis dois-a-dois. Podemos considerar distinguibilidade como uma relacao binéria,
simétrica e arbitraria (mas conhecida e fixa) que nos diz, para cada par de simbolos, se estes
sao distinguiveis ou nao. A relagao de distinguibilidade entre os simbolos pode ser descrita
através de um grafo sobre V', no qual dois vértices sao adjacentes se sao distinguiveis. Tal
grafo é chamado de grafo dos simbolos de V.

Fixe ¢t um inteiro ndo-negativo. Seja U um conjunto finito. Denotamos por U? o conjunto
de todas as t-uplas (uq,...,u;), onde u; € U para todo i. Uma palavra de comprimento ¢
(emitida pela fonte) é uma t-upla (vq,...,v;) € V! de sfmbolos emitidos consecutivamente
pela fonte. Duas palavras z = (z1,...,2¢) e y = (y1,...,Y) sdo distinguiveis se x; e y; Sao
distinguiveis para algum 1.

Considere um grafo cujo conjunto de vértices é o conjunto de todas as palavras de com-
primento ¢, onde vértices sdo adjacentes se sao distinguiveis. Tal grafo é chamado de grafo
das palavras de V. A seguinte construcdao mostra como obter o grafo das palavras de V! a
partir do grafo dos simbolos de V.

Seja G um grafo. A t-ésima poténcia co-normal G* de G é o grafo com sobre V(G)! com
conjunto de arestas

E(GY) == {{z,y}: {z:,y;} € B(G) para algum 1 < i < t}.

Note que o grafo das palavras de V! é a t-ésima poténcia co-normal do grafo dos simbolos
de V.

Defina a probabilidade de uma palavra u = (uy, .. .,u;) como p(u) := [['_, p(u;). A pro-
babilidade de um subconjunto U C V* é definida como p(U) := Y, iy p(u).

Seja U C V(G"Y). Uma codificacdo das palavras de U é uma funcido que associa a cada
vértice de U um codeword de modo que vértices adjacentes sao associados a codewords
diferentes. Fixe 0 < ¢ < 1. Lembrando que é permitido que uma fragao de palavras de
baixissima probabilidade deixe de ser codificada, definimos uma codificacdo das palavras de
comprimento t como uma codificagao das palavras de um conjunto U C V(G?) tal que p(U) >
1—e.

O desempenho de uma codificacao é medida pela razao

lg M

ot
onde M é o numero de codewords diferentes que a codificacao utiliza. Essa razao indica
o numero de bits necessarios pela codificagao para descrever cada simbolo de uma palavra.
Assim, quanto menor a razao, melhor é o desempenho da codificagao. Estamos interessados
em medir o quao boa pode ser uma codificagdo para palavras muito longas. A entropia de
grafos serd a resposta para essa questao.

Observe que um conjunto estdvel em G! é um conjunto de palavras duas-a-duas nao-
distinguiveis e que, portanto, podem ser mapeadas para um mesmo codeword. Assim, o
ntimero de codewords necessarios para uma codificar as palavras de U C V! é o ntimero de
conjuntos estaveis de G* necessarios para cobrir U. Isto é, o niimero de codewords necessa-
rios para codificar U é o ntimero croméatico x(G*[U]). Portanto, o desempenho da melhor
codificagao de U ¢

lg x(G'[U])
. .



Capitulo 2. Definicdo e caracterizacGes 15

Finalmente, podemos apresentar a definicao de entropia de grafos dada originalmente por
Korner [12]. Seja G um grafo e p uma distribuigao de probabilidade sobre V(G). A entropia
de G com relacdo a p é definida como

H(G,p) := Jim min {% lg x(GHU]): U C V(GY), p(U) > 1 — e}.

Para mostrar que essa é uma férmula valida, é necessario provar que o limite existe e é
independente de € € (0,1). Korner fez isso mostrando que a expressao acima é equivalente a
uma férmula computivel que serd apresentada na segao seguinte.

Uma idéia intuitiva para a entropia de grafos é a seguinte: suponha que G é o grafo
de simbolos de um conjunto finito V' e que p é uma distribuicao de probabilidade sobre V.
Entao, o nimero médio de bits necessarios em uma codificacao tima para as palavras em V!
é tH(G,p).

2.2 Uma caracterizacao alternativa

Nesta segao apresentamos uma caracterizagao de entropia de grafos dada por Koérner [12].
Para isso, revisamos alguns conceitos béasicos de entropia de varidveis aleatorias.

Vamos definir um conceito bastante usado em teoria da informagao: a entropia de uma
variavel aleatéria, que é um valor diretamente relacionado & quantidade de informacgao contida
na variavel aleatoria em questao.

Seja p uma distribuicao de probabilidade sobre um conjunto V. A entropia de p é definida

como
Z Doy lg —
veV

Consideramos Olg% =0lg0=0exlgl § = oo para todo x > 0.

Definimos a entropia de uma varidvel aleatéria X como H(X) := H(dist(X)). Podemos
dizer que a entropia de X é uma medida da incerteza de X. Em outras palavras, a entropia
de X pode ser interpretada como a quantidade de informacao contida em X.

Sejam X e Y varidveis aleatérias que tomam seus valores em conjuntos V' e U, respecti-
vamente. A entropia conjunta entre X e Y é definida como

Z Z Pay lg —
zeV yeU

onde pgy :=PX =2,Y =y].
A entropia condicional de X dado Y é definida como

HX|Y):=> > P X,),
zeV yelU

onde X, := (X | Y =y). A entropia condicional de X dado Y pode ser interpretada como
a quantidade de informacao contida em X mas ndo em Y. A seguir provamos uma relacio
natural entre a entropia conjunta e a entropia condicional.

Lema 2.2.1 Sejam X e Y varidveis aleatorias. Entao

H(X,Y)=H(X)+H(Y | X).
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Prova: Suponha que X e Y tomam seus valores nos conjuntos V e U, respectivamente.
Abrevie p(z) :=P[X =z] paracada z € V, e p(z,y) :=P[X =2,Y =yl ep(y | z) =Py =
y | X = x| para cada (z,y) € V x U. Temos que

=Y > p(x,y)lgp(z,y)

zeV yelU

==Y > plx,y) g (pl)ply | v))
zeV yelU

:_Zprylgp ZZpa:ylgpy\x)
eV yelU eV yelU

== p()lgp(x) =Y plx) > py | 2)leply | )
zeV zeV yelU

= H(X)+ H(Y | X).
O

Sejam p e ¢q distribuigoes de probabilidade sobre um conjunto V. A entropia de p relativa
a q é definida como
Z Py lg —
’U

veV

A entropia relativa é uma medida da distancia entre duas distribuicoes de probabilidade.
Pode-se provar que a entropia relativa entre duas distribuicoes de probabilidade nunca é
negativa.

Lema 2.2.2 Sejam p e q distribui¢oes de probabilidade sobre um conjunto V. Entao

D(p,q) = 0,
com igualdade se e somente se p = q.

Prova: Tome A :={v € V:p, > 0}. Entao

Zpalgi Zpalgi
a

acA acA (2 9 1)
< ngpa— <lgl=0,
acA

onde a primeira desigualdade segue da desigualdade (1.1.2) de Jensen. Como lgz é uma
funcao estritamente céncava, entdao (2.2.1) vale com igualdade se e somente se p = q. O

Sejam X e Y variaveis aleatérias que tomam seus valores em conjuntos V e U, respecti-
vamente. A informacdo mitua entre X e Y é definida como

PX =z,Y =y
I(XNY) w;y;]ﬂ) ]lgP[X TPV =y
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A informagcao mutua entre X e Y pode ser interpretada como a quantidade de informagao
de X contida em Y. E a redugao da incerteza de uma varidvel aleatéria dado que conhecemos
a outra. Essa interpretacao é reforcada pelo lema a seguir.

Lema 2.2.3 Sejam X e Y varidveis aleatorias. Entao
I(XNY)=H(X)-HX|Y)
=HX)+HY)-H(X,Y).
Prova: Pelo lema 2.2.1, basta provarmos a primeira igualdade. Suponha que X e Y tomam
seus valores em V' e U, respectivamente. Usamos as abreviagoes: p(x) := P[X = z] para cada

x €V ep(y) :=PY =y| para cada y € U. Abreviamos também p(z,y) := P[X = z,Y = y]
ep(x|y)=P[X =x|Y =y| para cada (z,y) € V x U. Vale que

XY =2, 2 plwa)te f)?)

zeV yelU
( | y)
= p(z
=2 2 kT
=35 pla)lgp) + > play)lgplz | )
xeV yelU zeV yel
== p@)lgp@) +>_ p») Y p(x | y)lgp(z | y)
zeV yeU zeV

= H(X)- H(X |Y).
O

Finalmente podemos enunciar uma caracterizacao de entropia de grafos apresentada por
Korner [12]. Omitimos a demonstragao.

Teorema 2.2.4 Seja G um grafo e p uma distribui¢ao de probabilidade sobre V (G). Seja A(G)
o conjunto de todos os pares ordenados de variaveis aleatorias (X,Y) que satisfazem as se-
guintes condigoes:

(i) X é uma varidvel aleatdria tomando seus valores em V(G) e dist(X) = p;

(ii) Y € uma variavel aleatoria tomando seus valores em S(G);

(iii) dado X = z, vale que Y toma seus valores em {S € S(G): z € S}.
Entao

H(G,P)= in  I(XNY). 2.2.2
(G, P) (X,%léﬂ(c)( ny) (2.2.2)
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2.3 O politopo dos conjuntos estaveis

Nesta secao apresentamos uma caracterizacao de entropia de grafos provada por Csiszar,
Korner, Lovész, Marton e Simonyi [2] em 1990.
O politopo dos conjuntos estdveis de um grafo G é definido como

STAB(G) := conv ({XS: SesS@)}).

Teorema 2.3.1 Seja G um grafo e p uma distribui¢ao de probabilidade sobre V(G). Entao
H(G,p) = min {_ Yevay Polgan: a e STAB(G)}. (2.3.1)
Prova: Tome V := V(G). Primeiro vamos provar que

H(G,p) > min {— Y vy Pulgay: a € STAB(G)}.

Sejam X e Y varidveis aleatérias tomando valores em V(G) e S(G), respectivamente, que
atingem o minimo na caracterizacao (2.2.2) de H(G,p). Abreviamos r(S) := P[Y = S] para
cada S € S(G) er(S|z):=P[Y =5 | X = z] para cada (S,z) € S(G) x V. Note que

= 3" pur(S ),

veV

para todo S € S(G). Assim,

mam:uxmmzﬂww-awx>

= _ Z S)lgr(S —i—va Z (S|v)lgr(S|v)

SeS(G) veV  SeS(G)
== "m0 Y f(S10)rS)+ Y p D, r(S[v)ler(S )
veV  SeS(G) veV  SeS(G)
==Y py_qr(S|v)lg ") 950, 5€8(G)
BT ) ’
veV
> vang{r(S): S>0, 8¢ S(G)},
veV

onde a dltima passagem segue da desigualdade (1.1.2) de Jensen. Tome b € RK definido como

b= {r(S): S350, Se S(G)},
para cada v € V. E facil ver que b € STAB(G). Portanto,

H(G,p) va lg b, > mm{ > vev(c) Pvlgay: a € STAB(G)}.
veV
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Resta provarmos que
H(G,p) < min {— > vev(c)Pvlgay: a € STAB(G)}.
Seja d uma distribui¢ao de probabilidade sobre S(G). Tome a € RY definido como

y ::Z{dg: S>30, 8€8(G)}.

Para cada (v,5) € V x §(G), defina

CI(S ‘ U) = {ds/am ve S

0, caso contrario.

Para cada S € S(G), tome q(S5) := > oy Puq(S | v). Assim,

HGp <) Y, pqu\U R

veV SeS(G q(S)
Pelo lema 2.2.2,
S 481 1Y) >
5€8(Q) S
Portanto
- > a(9)lgq(S) < - (9)1gds
SeS8(@) Ses(G)

Concluimos que

<> > pua(S|v) 1 & = - polga,

veV SeS(G) veV

como queriamos.

2.4 Propriedades basicas

Nesta secao apresentamos algumas propriedades béasicas de entropia de grafos.
Uma propriedade simples e pouco surpreendente é a monotonicidade:

19

Lema 2.4.1 Sejam G e F grafos tais que V =V (G) = V(F) e E(F) C E(G). Para qualquer

distribuicao de probabilidade p sobre V', vale que
H(F,p) < H(G,p).

Prova: Segue imediatamente do seguinte fato ébvio: STAB(G) C STAB(F).

(2.4.1)

O
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Levando em consideragao a definicao (2.1) de entropia de grafos, a equagao (2.4.1) da
monotonicidade faz perfeito sentido. Basta lembrar que arestas no grafo das palavras ligam
palavras distinguiveis, e portanto grafos com menos arestas tém menos palavras distinguiveis.
Assim, s&o necessarios menos bits na codificacao.

A propriedade seguinte também é facil de ser provada: vértices com probabilidade nula
nao influenciam na entropia do grafo.

Denotamos por p|;; a restricdo de p a U para qualquer distribuicao de probabilidade p
sobre um conjunto V' e qualquer U C V.

Lema 2.4.2 Seja G um grafo e p uma distribui¢ao de probabilidade sobre V (G). Seja U um
subconjunto de V(G) tal que p(U) = 1. Entao

H(G,p) = H(G[U], plyy)-

Prova: E 6ébvio que H(G,p) < H(G[U],ply), pois todo conjunto estédvel de G[U] é um
conjunto estavel de G. Para provarmos o outro lado, basta mostrarmos que, se p, = 0 para
algum u € V(G), entao H(G,p) = H(G — u,p’), onde p’ é a restricao de p a V(G) \ {u}. Seja
a € STAB(G) um vetor que atinge o minimo na caracterizacao (2.3.1) de H(G,p). Entao
a =3 5es(G) Asx?, onde Yses(e) As = 1. Para cada §' € (G — u), defina

G =Y {Xs: S €S8(G), 8" =5\ {u}}.

Tome a’ 1= 3 gics(G—u) Mg X € S(G — u). Note que a, = a’, para todo v # u. Logo,

1 1
HGp)= ), p)lg—= > p)lg—>H(G-up)
veEV(Q) Y veV(G)\{u} v

2.4.1 Subaditividade

Sejam a,b € RK. Definimos o vetor a o b como
(aob)y = ayby,

para cada v € V.
O seguinte lema segue facilmente de propriedades bésicas da funcao lgz e de conjuntos
estaveis:

Lema 2.4.3 Sejam G e F grafos sobre um mesmo conjunto de vértices V e seja p uma
distribuicao de probabilidade sobre V. Entao

H(GUF,p) < H(G,p) + H(F,p). (2.4.2)



Capitulo 2. Definicdo e caracterizacGes 21

Prova: Sejam a € STAB(G) e b € STAB(F') vetores que atingem o minimo na caracteriza-
¢ao (2.3.1) para H(G,p) e H(F,p), respectivamente.

O vetor a é combinagdo convexa de elementos de {x°: S € S(G)}. Seja a =Y ,c; Nix
uma tal combinagdo. Da mesma forma, o vetor b é combinagdo convexa de elementos de
{x%: 8 €S(F)}. Seja b= djed v;xB7 uma tal combinagio.

Note que
Ai . UB;
aOb:ZZAi’yj'(X OXJ)
icl jeJ
e que x4 o xBi = yA4NBi Além disso, vale que Yicr ZjeJ Xiv; = 1. Isto é, podemos
escrever a o b como combinacao convexa de interseccoes de conjuntos estaveis de G e F.
Como a intersecgao de um conjunto estavel de G com um conjunto estavel de F' é um conjunto
estavel em GU F', entdo aob € STAB(G U F).

Assim,

(GUFp Z Do Z Do g7+ Z pvlgb

veV(Q) veV(Q) veV (G
= H(G,p) + H(F,p)

Uma conseqiiéncia imediata do lema anterior é que
H(G,p) + H(G,p) > H(Ky,p). (2.4.3)

No capitulo 4, vamos mostrar quais grafos satisfazem (2.4.3) com igualdade.

2.4.2 A entropia do grafo completo e a do grafo vazio

Lema 2.4.4 Para todo inteiro positivo n,

H(Ky,p) = H(p),

onde p é uma distribuicao de probabilidade sobre os vértices de K,,.

Prova: Como toda distribuicao de probabilidade sobre V(Kj,) estd em STAB(K,), entao
p € STAB(K,,). Seja q € STAB(K,,). Usando a desigualdade (1.1.2) de Jensen, temos que

va gi_zpvlgi va <lgzpv ngQUSQ
veV veV VeV vev  Pv VeV
ou seja, p atinge o minimo na caracterizagao (2.3.1) de entropia de grafos. O
Calcular a entropia do grafo vazio também é muito facil:

Lema 2.4.5 Para todo inteiro positivo n,
H(Kn,p) =0,

onde p é uma distribuicao de probabilidade sobre os vértices de K,,.
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Prova: E ébvio que

STAB(K,) = {x e RY": 0 <z <1},

E evidente que

> pulg%ZO,

veV (Ky)

ou seja, 1 atinge o minimo na caracterizagao (2.3.1) de entropia de grafos.

22



Capitulo 3

Cantos convexos

Neste capitulo definimos entropia para cantos convexos e mostramos algumas proprie-
dades interessantes. Em seguida, relacionamos entropia de cantos convexos com conjuntos
antibloqueadores e distribui¢oes de probabilidade. Por fim, definimos o politopo fracionario
dos conjuntos estaveis e mostramos algumas de suas relagoes com o politopo dos conjuntos
estaveis.

3.1 Entropia de cantos convexos

Um conjunto A C RK é um canto convexo se é fechado, limitado, convexo, tem interior
ndo-vazio e satisfaz a propriedade de que a’ € A para todo a’ € RY tal que 0 < @’ < a para
algum a € A.

Seja A C RK um canto convexo e p uma distribuicao de probabilidade sobre V. A entropia
de A com relacdo a p é definida como

1
Hu(p) = mi lo —. 31.1
A(p) ggg%pv 8 o (3.1.1)

E evidente que STAB(G) é um canto convexo para todo grafo G. Além disso, é 6bvio que

H(G,p) = Hstap(a)(P)-
Defina A(A) := {—1ga: a € A}. Note que

H = min Ty = min pz. 3.1.2

A®) 2EA(A) vevp” "7 seam? (8.1.2)
Lema 3.1.1 Seja A C RY um canto convexo. Entao A(A) é convexo e 2’ € A(A) para todo
7' € RY tal que 2’ > x para algum = € A(A).

Prova: A convexidade de A(A) segue diretamente da convexidade da funcao —lgy.
Seja © € A(A) e seja 2’ € RY tal que 2/ > z. Como = € A(A), entdo z = —lga para
algum a € A. Seja o’ € RY tal que —lga’ = 2’. Como 2’ > z, entdo o’ < a. Logo, a’ € A. OJ

23
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A seguir, provamos um lema simples, mas muito poderoso, sobre entropia de cantos
CONvVexos.

Lema 3.1.2 Seja V um conjunto finito e sejam A, B C RK cantos convexos. Entao

Ha(p) = Hp(p)
para toda distribuicao de probabilidade p sobre V se e somente se A C B.

Prova: E ébvio que Hu(p) > Hg(p) sempre que A C B.

Suponha que Ha(p) > Hp(p). Seja b € A(B) um vetor que atinge o minimo na equa-
¢ao (3.1.2) de Hp(p). Seja a € A(A). Entao, pb < pa.

Sejam p“, u € V, distribuigoes de probabilidade sobre V' definidas como

w )1, seu=wv;
pv - .
0, caso contrario.

Aplicando a desigualdade pb < pa para cada p = p“, segue que a, > b, para todo v, isto é,
a > b. Portanto, a € A(B) pelo lema 3.1.1. Concluimos assim que A(A) C A(B), de onde
segue que A C B. O

Corolério 3.1.2.1 Seja A C R} um canto convexo. Entao 0 < H,(p) < H(p) para toda
distribuicao de probabilidade p € R’} se e somente se A esta contido no n-cubo e contém o
n-simplex.

Prova: Segue imediatamente do lema 3.1.2 e dos lemas 2.4.4 e 2.4.5. O

3.2 Pares geradores e antibloqueadores

Sejam A, B C RK cantos convexos. Estamos interessados em saber quando podemos
escrever qualquer distribuigdo de probabilidade p sobre V como p = aob, onde a € A e
beB.

Dizemos que um par de conjuntos A, B C R’} é um par gerador se toda distribuicao de
probabilidade p pode ser escrita como

p=aob, para algum a € A e algum b € B.

Queremos saber quando dois cantos convexos A e B formam um par gerador. Para isso
vamos precisar dos lemas a seguir.
Lema 3.2.1 Sejam A, B C ]RK cantos convexos e p € ]RK uma distribui¢ao de probabilidade.
Se p=aob para algum a € A e algum b € B, entao

H(p) > Ha(p) + Hp(p),

com igualdade se e somente se a atinge o minimo na defini¢ao (3.1.1) de Ha(p) e b atinge o
minimo na defini¢ao (3.1.1) de Hg(p).
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Prova: Como p = a o b, entao

H(p)=—> polgab, =—> pylga, — Y _ pylgb, > Ha(p) + Hp(p). (3.2.1)
veV veV veV

E 6bvio que (3.2.1) vale com igualdade se e somente se a atinge o minimo na definigao (3.1.1)
de H4(p) e b atinge o minimo na defini¢ao (3.1.1) de Hp(p). O

Seja A C RK. Definimos o antibloqgueador de A como o conjunto
ab(A) := {z € RY: za < 1 para todo a € A}.

Lema 3.2.2 Seja V um conjunto finito. Sejam A, B C RK cantos convexos e p € RK uma
distribui¢ao de probabilidade. Se ab(A) C B, entao

H(p) < Ha(p) + Hp(p),
com igualdade se e somente se p = aob para algum a € A e algum b € B.

Prova: Sejam a € A e b € B vetores que atingem o minimo na defini¢do (3.1.1) de Ha(p) e
de Hp(p), respectivamente. Usando a desigualdade 1.1.2 de Jensen e o fato de que ba < 1,
temos

> g (Z avbv) > 0. (3.2.2)

ayby
Ha(p) + Hp(p) = H(p) = =Y _polg ;
v veV

veV

Usando o lema 3.2.1, é facil ver que (3.2.2) vale com igualdade se e somente se p = a o b para
algum a € A e algum b € B. O

O teorema que provamos a seguir ¢ um dos principais resultados sobre pares geradores do
artigo de Csiszar, Korner, Lovdsz, Marton e Simonyi [2].

Teorema 3.2.3 Sejam A, B C RK cantos convexos. As trés condi¢bes a seguir sao equiva-
lentes:

(i) ab(A) C B;
(ii) (A, B) é um par gerador;
(iii) H(p) > Ha(p) + Hp(p) para toda distribui¢ao de probabilidade p sobre V.

Prova: Primeiro vamos mostrar que (i) = (ii). Seja p uma distribuigdo de probabilidade
sobre V e a € A um vetor que atinge o minimo na definigdo (3.1.1) de Ha(p). Se p, > 0,
entao é claro que a, > 0. Entdo podemos definir um vetor b € RK como

b, — {pv/am se py >0

v ;.
0, caso contrario.

Basta mostrarmos agora que b € B. Tome

flx) = —valng e I:={zeRY: f(z) < f(a)}.

veV
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Note que A e I sdo convexos e disjuntos. Portanto, existe um hiperplano que os separa.
Como A e I se tocam em a e I é suave nesse ponto, entdao o hiperplano que os separa deve
ser tangente a I e passa por a. O gradiente de —f em a é (1/In2)(p/a) = (1/1n2)b. Assim,
o hiperplano separador é (b/In2)z = 1/1In2, isto é, bx = 1. Logo, bx < 1 para todo = € A,
ou seja, b € ab(A) C B. Provamos assim que (i) = (ii).

Segue diretamente do lema 3.2.1 que (ii) = (iii).

Agora vamos provar que (iii) = (i). Usando o fato ji provado de que (i) = (iii) em
conjunto com o lema 3.2.2, sabemos que

H(p) = Ha(p) + Hapa)(p),

para toda distribuigao p € RY. Assim, supondo que vale (iii), entdao H, ab(4)(P) = Hp(p). Pelo
lema 3.1.2, temos que ab(A) C B. O

Sejam A, B C RK. Dizemos que o par (A, B) é um par antiblogueador se B = ab(A).

E fécil provar que, se A ¢ um canto convexo, entdo ab(ab(A)) = A. Portanto, se (A, B)
é um par antibloqueador, entao (B, A) também o é.

O teorema 3.2.3 e os lemas 3.2.1 e 3.2.2 implicam na seguinte caracterizacao de pares
antibloqueadores:

Corolario 3.2.3.1 Sejam A, B C RK cantos convexos. Entao (A, B) é um par antibloqueador
se e somente se

H(p) = Ha(p) + Hp(p),
para toda distribuicao de probabilidade p € RK.

A prova do seguinte corolario é imediata das demonstragoes anteriores:

Corolario 3.2.3.2 Seja A C RK um canto convexo e p € RK uma distribuicao de probabili-
dade. Entao, vale que

H(p) = Ha(p) + Hap(a)(p)-

3.3 O politopo fracionario dos conjuntos estaveis

Seja G um grafo sobre V. Definimos o politopo fraciondrio dos conjuntos estdaveis de G
como
QSTAB(G) := {b €RY: Z b, < 1 para toda clique K de G}. (3.3.1)
veEK

E 6bvio que QSTAB(G) é um canto convexo.

Note que todo vetor inteiro de QSTAB(G) é vetor caracteristico de um conjunto estavel,
e portanto estd em STAB(G). O lema a seguir relaciona de um modo interessante STAB(G)
com QSTAB(G).

Teorema 3.3.1 Seja G um grafo. Entao
STAB(G) = ab(QSTAB(G)) e

QSTAB(G) = ab(STAB(G)).



Capitulo 3. Cantos convexos 27

Prova: Primeiro vamos mostrar que
ab(X) = ab(conv(X)) (3.3.2)

para todo X C RY. B 6bvio que ab(conv(X)) C ab(X). Vamos mostrar que ab(X) C
ab(conv(X)).

Seja y € ab(X) e seja € conv(X). O vetor z é combinagao convexa de elementos de
X. Sejax =7 Az’ uma tal combinacio. E claro que \;z'y < \; para todo i. Portanto,
vy = Y e N’y < D icr A = 1. Isso implica que y € ab(conv(X)). Assim, temos que
ab(X) C ab(conv(X)).

Agora usamos (3.3.2) para concluir que

QSTAB(G) = {b € RK(G): Z b, < 1 para toda clique K de G}
veK
ab({x*: K é uma clique de G})

ab({XS: S é um conjunto estével de G})

= ab(STAB(G)).
Como STAB(G) é um canto convexo, entdo ab(ab(STAB(G))) = STAB(G). Logo,

STAB(G) = ab(QSTAB(G)).

Corolario 3.3.1.1 Seja G um grafo. Vale que
STAB(G) = QSTAB(G) sse STAB(G) = QSTAB(G).

Prova: Segue diretamente do lema 3.3.1. O



Capitulo 4

Grafos perfeitos

Neste capitulo apresentamos duas caracterizacoes para grafos perfeitos. A primeira usa
cantos convexos; a segunda, entropia de grafos.

4.1 Grafos perfeitos e cantos convexos

Nesta segao, apresentamos uma caracterizagao de grafos perfeitos usando cantos convexos,
ou, mais especificamente, usando o politopo dos conjuntos estaveis e o politopo fracionario
dos conjuntos estaveis de um grafo.

Nosso objetivo nessa secao é mostrar que um grafo G é perfeito precisamente quando
QSTAB(G) = STAB(G).

Seja G um grafo. Dizemos que G é um perfeito se, para todo subgrafo induzido G’ de G,
vale que

(@) = (@),

Existem varias definices equivalentes para grafos perfeitos. A definicao que apresentamos
acima foi introduzida por Berge em 1961.

Primeiro vamos provar que, se G é um grafo perfeito, entao QSTAB(G) = STAB(G). Mas
antes precisamos do seguinte lema.

Lema 4.1.1 (Lema da replicagao) Seja G um grafo perfeito e v € V(G). Seja GT o grafo
obtido a partir de G através da replicacao de v, isto é, adicionamos um novo vértice v* ligado
a v e a todos os vizinhos de v. Entao GT é perfeito.

Prova: A prova é por indugao em |V (G)|. Se G = Kj, entao GT = K3 é perfeito. Suponha
que G é um grafo perfeito com mais de um vértice. Basta provar que x(GT) < w(G™), ja que
todo subgrafo induzido préprio G’ de GT ou é isomorfo a algum subgrafo induzido de G ou é
obtido pela replicacao de um vértice de algum subgrafo induzido préprio de G. Por hipétese
de inducao, G’ é perfeito.

Abrevie w := w(G). E claro que w(G1) € {w,w +1}. Se w(G) = w + 1, entdo

X(GT) <w+1=w(GH).

28
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Entao podemos supor que w(G") = w. Neste caso, v nao pertence a nenhuma clique mé-
xima de G, pois caso contrario, sua replicacao criaria uma clique de tamanho maior que w.
Considere uma coloracao de G com w cores. Seja C' o conjunto de vértices que recebeu a
mesma cor que v. Tome G’ := G\ (C'\ {v}). Como w = x(G), entao toda clique maxima
de G tem um vértice em C, de modo que w(G') < w. Podemos colorir G’ com w — 1 cores, ja
que G é perfeito. E facil ver que C — v + v’ é um conjunto estavel em GT. Assim, podemos
estender a (w — 1)-coloragao de G’ para uma w-coloragao de G*: basta atribuir a v' a mesma
cor atribuida aos vértices de C e atribuir uma nova cor a v. O

Teorema 4.1.2 Seja G um grafo perfeito. Entao
STAB(G) = QSTAB(G).

Prova: E facil ver que STAB(F') C QSTAB(F) para todo grafo F'. Entao basta provarmos que
STAB(G) D QSTAB(G). Como QSTAB(G) é um poliedro racional, entdo seus vértices tém
coordenadas racionais. Assim, é suficiente provar que todo x € QSTAB(G) com coordenadas
racionais estd em STAB(G).

Seja x € QSTAB(G) e suponha que ax tem coordenadas inteiras para algum « > 0 inteiro.
Seja G o grafo obtido a partir de G da seguinte forma. Para cada v € V(G) com ax, = 0,
remova v; para cada v € V(G) com ax, > 0, replique ax, — 1 vezes o vértice v. Os vértices
criados na replicagdo de v formam, junto com v, uma clique de tamanho ax,. Chamaremos
os vértices dessa clique de clones de v. Note que, pelo lema 4.1.1 da replicacao, o grafo GT
é perfeito.

Pela definicao de QSTAB(G), se K ¢ uma clique de G entao ), 7, < 1. Cada clique
KT de G est4 contida em uma clique de G+ de tamanho Y vek Ty para alguma clique K
de G. Assim, vale que w(G™) < a. Por ser perfeito, GT pode ser colorido com «a cores.

Seja ¢: V(G) — [a] uma coloragao dos vértices de GT que utiliza « cores. Para cada cor
k € [a] e cada vértice v de G, defina

S = {1, se existe um clone v’ de v tal que c¢(v') = k;
k=

0, caso contrério.

Note que cada y* = x5 para algum Sj, € S(G). Assim,

1 (6%
— "y* € STAB(G).
«

k=1

Além disso, como cada vértice de G foi colorido, entao

«
k
Z Yy = Oy
k=1

para todo v. Logo,
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e estamos feitos. O

Para provar a conversa, precisamos de um resultado poliédrico.

Lema 4.1.3 Seja P := ab(Z) para algum conjunto finito Z C R’}. Se ab(P) = 0, tome
Q := (). Caso contrario, defina

Q:={reP:ay=1}

para algum y € ab(P). Entao ou
QC{x:zz=1}

para algum z € Z, ou os conjuntos @) e Z sao ambos vazios.

Prova: A prova é por inducao em |Z|. Para a base, tome |Z| = 0. Neste caso, Z = 0.
Portanto P = ab(Z) = {z: x > 0} e Q = 0.

Para o passo, tome |Z| > 0. Suponha que z é um elemento de Z tal que, para algum
x € P, temos zz #1exzy=1. E claro que zz < 1.

Tome Z' := Z \ {z} e P' = ab(Z'). E facil ver que P C P'. Seja 2’ € P'. Suponha que
x'y > 1. Tomando 2" := (1 — ¢)x + ez’ para € > 0 suficientemente pequeno, vale que

22 =(1—¢)(z2) +e(2'2) <1,

isto é, z”” € P. Mas

d'y=(1-¢)(zy)+e(z’y) >1—c+e=1,
o que é um absurdo, ja que 2" € P e y € ab(P). Portanto, temos que z'y < 1. Assim, pela
hipétese de indugao, vale que Q' := {2’ € P': 2’y =1} C {x: 22’ = 1} para algum 2’ € Z'.
Note que 2/ € Z. Como P C P’  entao @ C Q'. Assim, Q C Q' C {x: zz’ =1}, como
queriamos. n

Finalmente podemos provar a conversa do teorema 4.1.2.

Teorema 4.1.4 Seja G um grafo. Se STAB(G) = QSTAB(G), entao G é perfeito.

Prova: Abrevie V := V(G). Seja X C RY. Denotaremos por X[U] o conjunto de vetores
indexados por U obtidos de X pela supressao dos componentes relativos a vértices de V'\ U.
E f4cil ver que

QSTAB(G[U]) = QSTAB(G)[U]

e que
STAB(G[U]) = STAB(G)[U].

Assim, STAB(G) = QSTAB(G) se e somente se STAB(G') = QSTAB(G’) para todo subgrafo
induzido G’ de G. A prova é por inducao em |V (G)|. A base é trivial. Entao, pela hipdtese
de inducao, basta mostrar que, se STAB(G) = QSTAB(G), entdao G pode ser colorido com
w = w(G) cores.

Suponha que STAB(G) = QSTAB(G). Pelo corolério 3.3.1.1, vale que

STAB(G) = QSTAB(G).
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Tome P := QSTAB(G) e y := 1/w. Se z é vetor caracteristico de uma clique de G, entéo é
claro que zy < 1 e, portanto, temos que y € ab(P).
Tome Z := {x°: S € S(G)}, ou seja, temos que Z = {x*: K é uma clique de G}. Entao

P = QSTAB(G) = ab(Z) e Z # (). Assim, pelo lema 4.1.3,
Q={xeP:zy=1}C{zxeP:axz=1}

para algum z € Z. Note que = € () se e somente se x € vetor caracteristico de alguma clique
méaxima de G. Logo, cada clique méxima intersecta o conjunto estavel S tal que z = x°.
Portanto, vale que w(G') = w(G)—1, onde G’ := G[V'\ S]. Pela hipétese de indugao, podemos
colorir G’ com w(G") cores. Usando uma nova cor para colorir os vértices de S, obtemos uma
coloragao dos vértices de G com w(G) cores. O

Podemos agora enunciar uma caracterizacao poliédrica para grafos perfeitos:

Teorema 4.1.5 Seja G um grafo. Entao

G é perfeito sse STAB(G) = QSTAB(G).

Prova: Imediato dos teoremas 4.1.2 e 4.1.4. O

4.2 Grafos perfeitos e entropia de grafos

Nesta secao apresentaremos uma caracterizacao de perfeicao usando entropia de grafos.
Dizemos que um grafo G é fortemente separador se

H(p) = H(G,p) + H(G,p),

para toda distribuigao de probabilidade p sobre V(G).
Teorema 4.2.1 Seja G um grafo. Entao

H(p) = H(G,p) + H(G,p)
para toda distribui¢ao de probabilidade p sobre V(G) se e somente se

STAB(G) = QSTAB(G).

Prova: Pelo lema 3.3.1 e pelo corolario 3.2.3.1, temos que

H(G,p)+ H(G,p) — H(p) = Hgsrap(c)(p) + HSTAB(E) (p) — H(p)
= Hgrap(e)(P) — Hypstan @) (P)
= HgsraB(q)(p) — Hostas(a)(P)-
OJ

Mostramos a seguir uma caracterizacao de grafos perfeitos usando entropia de grafos.
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Teorema 4.2.2 Um grafo G é perfeito se e somente se é fortemente separador.

Prova: Segue diretamente do teorema 4.2.1, do lema 3.1.2 e do teorema 4.1.5. O

Lovész [19] provou a conjectura fraca dos grafos perfeitos, que diz que um grafo é perfeito
se e somente se seu complemento também o é.

Corolério 4.2.2.1 (Teorema fraco dos grafos perfeitos) Um grafo G é perfeito se e
somente se G é perfeito.

Prova: Segue diretamente do teorema 4.1.5 e do corolario 3.3.1.1. O
E fcil provar o seguinte corolério.

Corolario 4.2.2.2 Um grafo G é perfeito se e somente se a(G')w(G') > |V(G')| para todo
subgrafo induzido G’ de G.

Assim todo grafo imperfeito minimal G satisfaz o(G)w(G) < |V (G)|.
Mostramos que um grafo é perfeito se e somente se é fortemente separador. Entao se G
é um grafo imperfeito, existe uma distribuicao de probabilidade p tal que

H(G,p)+ H(G,p) > H(p). (4.2.1)
A proposicao a seguir mostra que se GG é um grafo imperfeito minimal, entao a distribuicao
de probabilidade uniforme satisfaz (4.2.1).

Proposicao 4.2.3 Seja G um grafo imperfeito minimal e p a distribui¢ao de probabilidade
uniforme sobre os vértices de G. Entao

H(G,p)+ H(G,p) > H(p).

Prova: Sejam a e b vetores de STAB(G) e STAB(G) que atingem H(G,p) e H(G,p) na
caracterizacao (2.3.1), respectivamente. Tome V := V(G). Entao,

— 1 1 1 1
H(G,p) + H(G,p) = Zﬁlgaf—kzﬁlgbf
veV v wev v

=lg (1/ ((HUGV @) (ILev bv)l/n)>
> Ig (1/(a(G)w(G) /n?))
> lgn = H(p).
A primeira desigualdade segue do lema 1.1.2; a segunda, do coroldrio 4.2.2.2. O

A proposicao 4.2.3 implica que grafos imperfeitos ndo sao fortemente separadores, ja que
podemos concentrar a distribuicdo de probabilidade nos vértices de um subgrafo induzido
imperfeito minimal.

De acordo com a recente prova da conjectura forte dos grafos perfeitos obtida por Chud-
novsky, Robertson, Seymour e Thomas [!], os grafos imperfeitos minimais sdo os circuitos
impares de comprimento maior ou igual a 5 e os complementos de tais circuitos.



Capitulo 5
Uma aplicacao a ordenacao

Neste capitulo apresentamos uma aplicacdo de entropia de grafos ao problema de orde-
nagao parcial. A aplicacao foi desenvolvida por Kahn e Kim [8].

5.1 Preliminares e notacao

Seja V um conjunto finito. Uma ordem parcial sobre V' é uma relagao <, sobre V' que é
reflexiva, anti-simétrica e transitiva. Abusando da notagao, chamamos P = (V, <,) de ordem
parcial. Dizemos que u,v € V' sao compardveis em P se u <, v ouv <, u. Se u,v € V nao
sao comparaveis, eles sao incompardveis em P.

Uma ordem total sobre V ¢ uma ordem parcial <, tal que, para quaisquer u,v € V,
vale que u <, v ou v <, u. Abusando da notacao, chamamos Q = (V, <) de ordem total.
Uma ordem total @ = (V,<,) é uma extensdo linear de uma ordem parcial P = (V, <) se,
para quaisquer u,v € V, temos que u <, v implica u <, v. Denote por e(P) o nimero de
extensoes lineares de P.

Seja P = (V,<,) uma ordem parcial. Uma cadeia de P é um subconjunto de V' cujos
elementos sao dois-a-dois comparaveis. Uma anticadeia de P é um subconjunto de V cujos
elementos sao dois-a-dois incomparaveis. Para anticadeias X,Y de P, dizemos que X <, Y
se, para todo x € X, existe y € Y tal que z <, y. Quando nao houver dividas quanto a
ordem parcial em questao usaremos apenas X < Y.

O grafo de comparabilidade de P é definido como o grafo sobre V' no qual dois vértices sao
adjacentes se s@o comparaveis em P. Denotamos o grafo de comparabilidade de uma ordem
parcial P por Gp.

Seja U C V. Definimos o conjunto minimal de U com relagdo a P como

minp(U) :={u € U: u <, v ou u é incomparavel com v, para todo v € U}.
Definimos o conjunto mazimal de U com rela¢do a P como

maxp(U) :={u € U: v <, u ou u é incomparavel com v, para todo v € U}.

33
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Seja {v1,...,vp} C V tal que v < .-+ < vy, s@o relagdes compativeis com P, isto é,
v < -+ < Uy, vale em alguma extensao linear de P. Denotamos por P(v; < -+ < ¥p,)
a menor ordem parcial compativel com P que contém as relagoes v1 < --- < v,,. Mais

formalmente, P(v; < --- < vy,) é a ordem parcial P’ = (V,<,,), onde u <,, w se e somente
se u <, w ou, se existem 1 <17 < j < m, tais que u <, v; e v; <, w.

No restante do texto, P = (V,<,) sempre denotard uma ordem parcial, e n := |V|.
Algumas vezes serd conveniente confundirmos o conjunto V' com o par ordenado P; por
exemplo, podemos dizer que x estd em P quando, na verdade, x é um elemento de V.
Além disso, abreviamos H(P) := H(Gp,p) e H(P) := H(Gp,p), onde p é a distribui¢io de
probabilidade uniforme sobre V. Denotamos por amin(P) o vetor a € STAB(Gp) que atinge
o minimo na caracterizacao (2.3.1) de H(P). Denotamos por byin(P) o vetor b € STAB(Gp)

que atinge o minimo na caracterizacao (2.3.1) de H(P).

5.2 Ordenagao a partir de informacgao parcial

Seja Q = (V, <) uma ordem total. Um ordculo para Q é um orédculo capaz de responder
a perguntas do tipo “u <, v ?”, para quaisquer u,v € V.
O problema de ordenagdo a partir de informac¢do parcial consiste em:

dados um conjunto V', uma ordem parcial P = (V,<,) e um ordculo para uma
extensao linear () de P, encontrar ().

Chamamos esse problema de ordenar P.

Uma possivel dificuldade para esse problema é que o ordculo pode ser considerado um
adversario que tenta, a todo custo, forcar um algoritmo candidato para o problema a fazer um
grande nimero de consultas. Por exemplo, o ordculo nao precisa ter uma extensao linear pré-
fixada: ele pode construir a extensao linear de acordo com as consultas feitas pelo algoritmo.

E claro que todo algoritmo que resolve o problema acima fara pelo menos lge(P) com-
paracoes no pior caso. Esse fato é conhecido como limite inferior da teoria da informacdo.
Fredman [6] mostrou que o problema pode ser resolvido com lge(P) + 2n comparagoes. No
entanto, a dificuldade encontra-se em como descobrir quais comparagoes devem ser feitas.

Uma conjectura famosa de Fredman é que, se P nao é uma ordem total, entao existem z
e y elementos incomparaveis em P tais que

L _ e(Plz<y)

357 o) =

2
3

Essa conjectura continua em aberto. No entanto, usando o teorema de Brunn-Minkowski
ou as desigualdades de Aleksandrov-Fenchel, ja se provou que, se P nao é uma ordem total,
entao existem x e y elementos incomparaveis de P tais que

e(P)
para valores de § menores do que 1/3, como por exemplo 3/11 (vide [9, 10]). Isso ja é o

suficiente para mostrar que, se um algoritmo encontra x e y adequadamente, entao podemos
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ordenar P com O(lge(P)) comparagoes. Novamente, a dificuldade se encontra em descobrir
tais comparacdes. Vamos mostrar uma aplicacdo de entropia de grafos para esse problema,
proposta por Kahn e Kim [3].

5.3 Uma visao geral

Os principais resultados de Kahn e Kim [3] sdo os seguintes:

e existe um algoritmo que resolve o problema de ordenar a partir de uma ordem parcial P
com O(lge(P)) comparagdes e que encontra as comparacoes em tempo polinomial no
tamanho de P;

e existe um algoritmo que computa respostas para consultas ao oraculo e roda em tempo
polinomial no tamanho de P para cada consulta, que forga todo algoritmo que ordena P
(deterministico ou nao) a usar Q(lge(P)) comparagoes.

Para prova-los, Kahn e Kim usaram uma abordagem nao-convencional. Eles primeiro
relacionaram o nimero de extensoes lineares de P com a entropia de Gp de acordo com a
distribuicao de probabilidade uniforme. Para mostrar o primeiro resultado, eles mostraram
que, se P nao é uma ordem total, entao existem x e y tais que, incorporando em P a resposta
do ordculo relativa a consulta “z < y?”, a entropia de G p aumenta em pelo menos ¢/n, onde
¢ ~ 0,2. Para o segundo resultado, eles mostraram que, para quaisquer x e y incomparaveis
em P, pode-se responder a pergunta “x < y?” de forma que a entropia de Gp nao aumenta
em mais que 2/n.

Na secao 5.4, mostramos que os grafos de comparabilidade sdo perfeitos e apresentamos
algumas conseqiiéncias desse fato. Na sec@o 5.6, relacionamos e(P) e H(P). Nas duas outras
secoes, mostramos a existéncia dos algoritmos citados acima.

5.4 Grafos de comparabilidade

Nesta secao, mostramos que os grafos de comparabilidade sao perfeitos e apresentamos
algumas conseqiiéncias importantes desse fato.

Lema 5.4.1 Grafos de comparabilidade sao perfeitos.

Prova: Seja G o grafo de comparabilidade de uma ordem parcial (V, <) qualquer. Eviden-
temente todo subgrafo induzido de um grafo de comparabilidade também é um grafo de
comparabilidade. Logo, basta mostrarmos que x(G) < w(G). Para cada vértice v construa
uma cadeia de tamanho méximo Cy := {uy,...,ux} comu; =vewu; < -+ < ug. Sejal o ta-
manho da maior cadeia assim construida. Para cada 1 <i < ¢, tome 4; :={v € V: |C,| =i}.
Note que dois vértices distintos pertencentes a um mesmo conjunto A; nao podem ser com-
paraveis. Portanto, cada A; é um conjunto estavel. Note também que Ule A; = V. Assim,
X(G) </l =w(G), ja que cada cadeia é uma clique. O
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Lema 5.4.2 Para toda ordem parcial P sobre V,

H(P)+ H(P)=I1g|V],
onde p € a distribuicao de probabilidade uniforme sobre V.

Prova: Segue imediatamente do lema 5.4.1 e do teorema 4.2.2. O
Usaremos também o seguinte resultado:
Lema 5.4.3 Existe um algoritmo polinomial para calcular H(P).

Omitimos a demonstragao. A idéia principal é a seguinte: como os grafos de comparabi-
lidade sao perfeitos, entao o politopo dos conjuntos estaveis de um grafo de comparabilidade
é separavel. Isso permite que apliquemos o método dos elipsdides para calcular a entropia
de grafos de comparabilidade com relagao a qualquer distribuicao de probabilidade. Reco-
mendamos o artigo de Knuth [I1] sobre a fungéo 9 de Lovész e o livro sobre o método dos
elipséides de Grotschel, Lovasz e Schrijver [7].

5.5 Decomposicao laminar

Nesta se¢ao, apresentamos alguns lemas que serdao muito iteis. Em particular, mostramos
que podemos decompor apin(P) de uma maneira especial e tnica, chamada de decomposic¢ao
laminar de apin(P).

Lema 5.5.1 Seja a € STAB(Gp) e seja b € STAB(Gp). Entao ab < 1.

Prova: Pela demonstragao do lema 2.4.3 da subaditividade, podemos ver que o vetor a o b,
definido como
(aob)y = ayby,

para todo v € V, pertence a STAB(Gp U Gp) = STAB(Ky). Como grafos completos sao
perfeitos, entao pelo teorema 4.1.2, STAB(Ky ) = QSTAB(Ky ). Assim, como V' é uma clique
em Ky, entao, pela defini¢do 3.3.1 de QSTAB(Ky ), temos que ab =Y ayb, < 1. O

Lema 5.5.2 Para todo v € P,

(5.5.1)

(min(P))obrin (P))o =

Prova: Tome @ := ayin(P) e b := byin(P). Pelo lema 5.4.2, temos que H(P) + H(P) = Ign.
Portanto, — > - p(Ig(avby))/n = lgn. Isto é, o vetor a o b (cuja definicdo pode ser vista no
lema anterior) atinge o minimo na caracterizagao (2.3.1) de H(Ky, p), onde p é a distribuicao
de probabilidade uniforme sobre V. Ademais, pela demonstragao do lema 2.4.3, podemos ver
que aob € STAB(Ky ). Assim, pelo lema 2.2.2 e pela demonstragao do lema 2.4.4, é facil ver
que aob =p. O
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Lema 5.5.3 Seja a € RK. Suponha que a pode ser escrito como

,
a=> Xx™, (5.5.2)

i=1
onde \; é um real positivo para todo i e A; < --- < A, sao anticadeias maximais distintas.

Entao, a representagao (5.5.2) é tinica.

Prova: Seja PT := {x € P: a; > 0}. Seja A := minp(P") e @ := min{a,: r € A}. Vamos
provar que A = A1 e a = A1. Note que isso prova o lema.

E 6bvio que A D A;. Suponha que A Z A;. Entao existe z em A\ A;. Portanto, x estd
em algum A; com ¢ > 1. Se x é comparavel com algum elemento de A;_ 1, isso contradiz a
hip6tese de que A;_1 < A;. Se x é incomparavel com todo elemento de A;_ 1, isso contradiz
a maximalidade de A;_1. Portanto, A = A;.

Agora vamos provar que a = A1. E 6bvio que a > Ay. Suponha que @ > Aj. Ser < 2,
entdo isso é um absurdo. Se r > 2, isso implica que todo x € A; estd em mais algum A; com
1 >2. Como A1 < --- < A,, entdo A1 C Ay. Isso contradiz a hipdtese de que A1 e Ay séo
anticadeias maximais distintas. O

Chamamos a representacao de a na equagao (5.5.2) de decomposicao laminar de a.

A demonstragao do lema a seguir utiliza uma técnica muito conhecida e poderosa: a
técnica do descruzamento. Ela tem sido utilizada para a demonstracao de muito resultados
célebres, como o modelo de fluxos submodulares de Edmonds e Giles [1] e um resultado de
cobertura bi-supermodular de Frank e Jordan [5], usado para aumento de conexidade.

Lema 5.5.4 Existe uma tnica decomposi¢ao laminar de amyiy (P).

Prova: Pelo lema 5.5.3, basta mostrar que existe uma decomposicao laminar de apin(P).

Fixe uma extensao linear o da relacdo <. Abrevie Spax ‘= Smax(Gp). Dados vetores
YOS Rim‘"‘", dizemos que A é lexicograficamente maior que X' se A\g > Ny para o menor
S € Smax (sob a ordem total ) tal que Ag # Nj.

Podemos escrever ami,(P) como combinagao convexa de todos os elementos do conjunto
{x%: S € Smax}- Seja amin(P) = S {Asx®: S € Smax} uma tal combinagio com X lexicogra-
ficamente maximal. E facil provar que tal combinacao existe através de técnicas padroes de
compacidade.

Se {A € Smax: Aa > 0} é uma cadeia sob <, nada temos a demonstrar. Suponha entao
que existem A, A’ € Spax, incompardveis sob < e tais que 0 < Ag < Ay/. Tome

B:=minp(AUA") e B :=maxp(AUA)
e defina \ € Ri"“”‘ como

As— Mg, se S=AouS=A"
Ng:=<¢Ag+A4g, seS=BouS=H,

As, caso contrario.
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E fcil ver que B e B’ sao anticadeias maximais e que
B B A Al
Xe TXa =Xz T Xz
para todo z € AU A’. Logo,

a= Z Nox?.

Sestnax

No entanto, é facil ver que )\ ¢é lexicograficamente maior do A, pois B < A’ e B < A, o que é
um absurdo. O

5.6 Limitantes
Nesta secao relacionamos e(P) com H(P). Queremos provar que
n(lgn — H(P)) > lge(P) > max{lg(n!) —nH(P),Cn(lgn — H(P))},

onde C := (14 7lge)~!. Primeiro, usando volumes de poliedros, provamos que

9—nH(P) e(P) < ”7"2—nH(P)'
- nl n!

Essa é uma demonstracao bem simples. J& a prova de que
lge(P) > Cn(lgn — H(P))

é um pouco mais trabalhosa e ocupa a maior parte desta secao.
Definimos o politopo da ordem P como

O(P) :={y €[0,1]": y, <y, Yu,v € P com u <, v}.

O wvolume de um poliedro A € RK é

vol(A) = / dz.
€A

Linial [18] observou que vol(O(P)) = e(P)/(n!). Stanley [25] provou que STAB(Gp) e O(P)

tém o mesmo volume. Portanto,

e(P)
n!

vol(STAB(Gp)) = (5.6.1)
Lema 5.6.1 Vale que

27 1(P) < yol(STAB(Gp)) < -2 "H(P),
n.
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Prova: Como STAB(Gp) é um canto convexo e amin(P) € STAB(Gp), entao

vol(STAB(Gp)) > [ amin(P)o = 2777
veEP

Resta provarmos que vol(STAB(Gp)) < (n™/n!)2-"H(F), Tome

L= {s €RY: D submin(P) < 1}.
Pelo lema 5.5.1, vale que STAB(Gp) C L. Portanto, pelo lema 5.5.2,

VOl(STAB(Gp)) < vol(L) = % I = " (P, = et

veP binin (P) veP n!

Coroléario 5.6.1.1 Seja ¢ uma constante positiva. Se e(P) > cn, entao

c+lge

nH(P) < lge(P).

Prova: Pelo lema 5.6.1 e pela equagao (5.6.1),
lge(P) —lg(n!) > —nH(P).

Pelo lema 5.4.2,

lge(P) —lg(n!) + nlgn > nH(P).
Suponha que lge(P) > cn. Entao

n

1
(Tl 1ge(P) > Ige(P) +1ge" > Ige(P) +1g
n:

Cc

onde a tltima desigualdade segue do fato que k! > (k/e)* para todo k > 1. O

Seja {x1,...,x¢} uma cadeia de comprimento méximo em P, com z1 <p --- <, Zy. Seja
C:={x1,...,xp} e T :={y1,...,yt} := P\ C. Escrevemos = ~ y para dizer que x e y sao
comparaveis em P, e x » y caso contrario. Para cada j € [t], defina

K@) :={ie[l: z; »y;}, kj:=|Kj|;
f(j) :=min{i € [¢]: y; <, z;}, considerando min @ := ¢+ 1;
9(j) =max{i € [{]: z; <, y;}, considerando max@ :=0.

Para cada i € [¢], defina
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E facil provar que
e(P) > 2". (5.6.2)

Dizemos que « € P é um ponto de corte de P se x é comparéavel a todos os elementos de
P.

Lema 5.6.2 Se t < n/7 e P nao tem um ponto de corte, entao existe j € [t] tal que
Z(UZ—{—ZZ)SICJ e kJZ3
1€K(5)
Prova: Suponha que nao existe tal j. Seja 7" C T minimal tal que

UIKG): jel yeTh =10, (563

Note que tal 7" existe, pois | J{K;: j € T} = [¢]. Podemos supor sem perda de generalidade
que T" = {uy1,...,y,}. Portanto,

Z (u; + 2;) >kj—2
€K (j)
para 1 < j < r. Logo,
Z > (ui+z) > Zk —2r. (5.6.4)
J=14ieK(j)
Pela equacao (5.6.3) e usando o fato de que r < ¢, temos que
T
> kj—2r>0-2t (5.6.5)
j=1
Por outro lado, como a minimalidade de 7" implica que todo i € [¢] pode estar em, no méximo,
dois K(j) distintos, entao

V4
Z Z (u; + z) Z 2(u; + z;) < 2t + 2t = 4t. (5.6.6)
i=1

J=1ieK(j)

Assim, usando as equagoes (5.6.4)—(5.6.6), temos que 4t > ¢ — 2t. Logo, 6t > ¢ =n —t, o que
contradiz a hipdtese de que t < n/7. ]

Dizemos que P é maximal com relacdo a entropia se o incorporacao de qualquer relagao

a P aumenta a entropia, isto se, se H(P(x < y)) > H(P) para quaisquer x e y incompardveis
em P.

Lema 5.6.3 Suponha que P é maximal com relacao a entropia e nao tem ponto de corte. Se
t < n/7, entao existem j € [t] e i € [{] tais que P' := P(z; < y; < xi;1) satisfaz

e(P)

e(P') <
k1

nH(P) < nH(P') + 21g(2k; + 1).
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Prova: Seja j como no lema 5.6.2 e K(j) = {xp,...,zm} com xp <, -+ <, Tp,. Escolha i
em {h,...,m} que minimize
e(P(z; <yj < wit1))
e(P)

Tome P’ := P(z; < y; < x;41). Note que as extensoes lineares de P em que y; < x; ou
Yj + Yj
Ti+1 < y; nao sao extensoes lineares de P’. Portanto, como escolhemos i que minimiza (5.6.7),

(5.6.7)

e(P)

/
< .
e(P)_kj—l

Agora vamos provar que nH (P) < nH(P’) + 21g(2k; + 1). Para isso, vamos provar que
V<p¥Yj = UV<p Tit1. (5.6.8)

Seja v € P. Suponha que v <, y;. Seja ) c 4 Aax? uma decomposicao laminar de amyin (P).
Pela maximalidade de P com relacao a entropia, existe A € A tal que z;,y; € A. Seja
AlVA" € Atais que v € A e x4 € A”. Como v <, y;, entdo A’ < A. Como z; <, Tit1,
entao A < A”. Portanto, A’ < A” e sao anticadeias distintas. Novamente pela maximalidade
de P com relacao a entropia, vale que v <, z;4+1, completando a prova da implicacao (5.6.8).
Similarmente, pode-se provar que

Yj <p V=2 <p0. (5.6.9)

Note que decorre das implicagoes (5.6.8) e (5.6.9) que, se a = b em P, entdo a ~ b em P’
somente se a = y; ou b = y;. Por outro lado, y; s6 se tornard compardvel a elementos de

Y = K; U (UseKj U(s) U Z(s))
Pelo lema 5.6.2, é facil ver que
qg:=1Y| < kj + k; = 2k;.

Seja G’ o grafo sobre V com E(G') := E(Gp)\E(Gp). Seja p a distribuicdo de probabilidade
uniforme sobre v. Temos que

1
nH(G' p) <lg(qg+1)+ Z:lgi

yey q
=1g(qg+1) +qlglg+1) — ¢qlg(q)
<2lg(g+1) <2lg(2k; +1).

(5.6.10)

Pelo lema 2.4.3 da subaditividade e pela desigualdade (5.6.10),
nH(P) < nH(P')+nH(G',p) < nH(P') + 21g(2k; + 1)

e estamos feitos. O
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Lema 5.6.4 Vale que

nH(P) < (1+T7lge)lg(e(P)). (5.6.11)

Prova: A prova é por indugdo em n+¢. Sen =1 ou ¢t = 0 é claro que a inequagao (5.6.11) é
verdadeira.
Se P tem um ponto de corte, digamos z, é facil ver que

nH(P)=(n—1)H(P\{z}) e e(P)=e(P\{z}).
Logo, por hipétese de inducao
nH(P)=(n—-1)H(P\{z}) < (1+7lge)lge(P\{z}) = (1+ 7lge)lge(P).

Suponha entdo que P nao tem ponto de corte. Se t > n/7, pela inequagao (5.6.2) e pelo
coroldrio 5.6.1.1, a inequacao (5.6.11) é valida. Portanto, podemos supor que t < n/7.
Ademais, podemos supor que P é maximal com rela¢ao & entropia. Sejam 7 e j e P’ como no
lema 5.6.3. Temos que

nH(P) < nH(P') + 2lg(2k; + 1)

<(1+7lge)lge(P') +4l1g(k; + 1)

<(1+T7lge)lge(P)+ (8 —(1+T7lge))lg(k; — 1)

< (1+7lge)lge(P).

O
Teorema 5.6.5 Vale que
n(lgn — H(P)) > lge(P)
> max{lg(n!) —nH(P),Cn(lgn — H(P))},

onde C := (1 + 7lge) !
Prova: Segue do lema 5.4.2, do lema 5.6.1 e da equagao (5.6.1), e do lema 5.6.4. O

5.7 Encontrando uma boa comparacao

Nesta segdo mostramos um algoritmo que ordena uma ordem parcial P com O(lge(P))
comparacoes e encontra as comparagoes em tempo polinomial no tamanho de P.
Basicamente, mostramos que se, P nao é uma ordem total, entdo existem x e y em P
tais que
min{H(P(x <y)), H(P(x < y))} > H(P)+ =, (5.7.1)

onde ¢ := 14 17/112. Isso significa que ao descobrirmos a relacao entre z e y através de uma
consulta ao oraculo, a entropia do grafo de comparabilidade da nova ordem parcial sera pelo
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menos a soma entre a entropia do grafo de comparabilidade da ordem parcial anterior e ¢/n.
Assim, com, no maximo, (n/c)(lgn — H(P)) comparacoes atingiremos a entropia do grafo
completo, isto é, encontraremos a ordem total do oraculo.

Seja a := >°7_; Aix“' uma decomposicio laminar de amyin(P) com Aj < --- < A,. Defina

a(z):=min{i € [r]: x € A;} e pB(x):=max{i € [r]: x € A;}.

Lema 5.7.1 Suponha que P nao é uma cadeia. Sejam z,y incomparaveis em P e seja
p € [0,1]. Seja P’ := P(x < y) e suponha que a, > 0. Entao

nH(P') > nH(P) +lg< +/~‘Z >+lg<1+ua(§:—1;\i>.

i=1 Y

Prova: Seja b := byin(P). O vetor b pode ser escrito como combinagao convexa de elementos
de {xP: B é uma cadeia de P}. Seja Y7 ; &xP uma tal combinacio. Podemos supor que
y € B; se e somente se 1 <i<m, onde m:=|{Bj:i€ Bj, 1 <j<s}|.

Tome

:Z{@:ueBielgigm}.

Para cada 1 < i <m, defina C; := B; \{v e P: v <, y}.
Fixe C = {v1,...,v} com v; <, -+ <, v; uma cadeia maximal tal que v; = x. Note que

t B(x)
> ay, = Z Ai- (5.7.2)
i=1 ‘
Defina as seguintes cadeias de P’
Bl:=B;, sel<i<s
B, :=CUC;, sel<i<m.
Defina também

&=6&, sem+1<i<s
Givs =&, &G=01—-p& sel<i<m.

Tome
s+m

=Y
i=1
E facil ver que b’ € STAB(Gp/). Seja z € P. Se z € C, entdo
V, =b, —d(z) + (1 — p)d(z) + uby = b, + (b, — d(2)).

Sez¢ Cez<,vy,entao b, = b, — ud(z). Finalmente, se z ¢ C, e z é incomparével com y
ouy <, z, entao b, = b,.
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Usaremos as seguintes desigualdades,
lg(14+u—wv)>1g(l+u)+1g(l —v) (5.7.3)
para quaisquer u,v € R e
lg(1+u)+1g(1+v) >Ig(l+u+v) (5.7.4)

para quaisquer u,v € R com uw > 0.
Pelo lema 5.4.2 e pelas desigualdades (5.7.3) e (5.7.4), temos que

nH(P’)—nH(P) =nH(P)—nH(P’)
>Zlgb Z{lgzi’:veC}—FZ{ng;’
veP v v
:Z{lg(1+uZi—ud£:)>:UEC}+Z{lg(1—,ud£:)>:veP\C, v<Py}
22{lg<1+uzy):UGC}—FZ{Ig(l—u?):vER v<Py}
2lg( + by Z{ vEC})+1g(1—,uZ{dIS:>:v€P,v<Py})

Pelo lema 5.5.2 e pela equagao (5.7.2),

B(z)
Z{bi;vec} :Z{nav: UEC}:HZ)\i-
v =1

v e P\C, v<Py}

Além disso,

Z dé:) =n Z ayd(v) =n Z Z{)\ld(’(}) v e A}

v<p¥Y v<py v<py
a(y)—1 a(y)—1
=n Z )\iZ{d(U)i ve At <n Z Aiby,
i=1 1=1

onde a ultima desigualdade segue do fato de que A; é uma anticadeia para todo i. Assim,

nH(P') —nH(P)

+ by Z{— vGC’})+1g(1—uZ{dl§:):v€P, v<Py}>
a(y)—1

=151
lg<1—|—,un2)\b>—|—lg(l—,un Z )\by,)
=1s
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Antes de provar a desigualdade (5.7.1), precisamos de um lema facil.

Lema 5.7.2 Dados 0 < €1 <1 e0 < e9 <1, escolha x com a, tao grande quanto possivel de
forma que

a(z)—1
Z /\z’ S E1Qy.
=1

Seja s o menor inteiro para o qual

)\z’ Z EoQy.
(z)

i=a(x

Entao, para todo y € As \ {x},
€1 +e9

a Ay.
Yy 1

Prova: Se ay < az, nao ha nada a provar. Suponha que a, > a,. Entao, pela escolha de x e
pelo fato de que s > a(y), temos que

a(y)—1 az)—1 a(y)-1
€1ay < Z A= Z A+ Z Ai < €104 + €204.
i=1 i=1 i=a(x)

Finalmente provamos a desigualdade (5.7.1).

Teorema 5.7.3 Se P nao é uma cadeia, entao existem x,y incomparaveis em P tais que
min{H(P(x <y)), H(P(y <))} > H(P)+ =, (5.7.5)

onde ¢ := (1+17/112).

Prova: Suponha P possui um ponto de corte z. Entao, a prova segue por inducao em n.
Para n < 3, é ficil ver que a desigualdade (5.7.5) é védlida. Suponha que n > 3. Seja p a
distribuicao de probabilidade uniforme sobre os elementos de P e seja p’ a distribuicao de
probabilidade uniforme sobre os elementos de P’ := P\ {z}. Por hip6tese de indugao, existem
x,y € P’ tais que min(H(P'(z < y)), H(P'(y < x))) > H(P') + ¢/(n — 1). Usando o fato de
que nH(P) = (n — 1)H(P’), temos que

nH(P) —nH(p) = (n — 1)H(P'") — (n — )H(p')
< (n—1)min(H(P'(z <y)), H(P'(y <)) - (n = DH(P) + ¢
= —(n—1)min(H(P'(z <y)), H(P'(y < x))) +c
= —nmin(H(P(zx <y)), HP(y < x))) +c
=nmin(H(P(z <vy)), H(P(y < z))) —nH(p) +c.
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Suponha que P nao tem um ponto de corte. Tome €1 := 1/4 e 9 := 1/3. Sejam x e y de

acordo com o lema 5.7.2. Tome § := (1/a,) > {Ni: 1 <i < a(z)—1}. Note que § < &;1. Pelo
lema 5.7.2,

€1ay

= >1.

H (61 + Eg)ax -

Tome P’ := P(x < y). Pelo lema 5.7.1 e pelas escolhas de x e y,

5@) oW1
nH(P’)nH(P)Zlg<1+MZal>+lg< w Z)

i=1 Y

S

)—1

() 1)\ aly
=lg|l4+p Z 74_ Z )—I—lg( I az>

i=1 i=a(x) i=1 Y

Qy

2 2
€1 — €162 — €5 — €] < 17)

1 lg (14—
* €1+ 2 > AT

Por outro lado, tome P” := P(y < x). Tome 7 := 1. Pelo lema 5.7.1,

By) alz) 1y
nH(P") — nH(P) >lg<1+nz >+1g<1+n > a)
i=1 T

> lg(1+ 6 +e2) +1g(1 — 8) =1g(1 + 2 — €20 — 67)

3
Zlg(l+€2—€2€1—€%) Ig (1+ 16)

O]

Vamos mostrar agora que, do teorema 5.7.3, segue facilmente a existéncia do algoritmo
desejado.

Corolario 5.7.3.1 Existe um algoritmo que resolve o problema de ordenar a partir de uma
ordem parcial com O(lge(P)) comparagoes e encontra as comparagoes em tempo polinomial
no tamanho de P.

Prova: Considere o seguinte algoritmo.
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Algoritmo

1 P —P

2 enquanto H(P') <lgn faca

3 encontre x,y tais que
min{H(P'(z < y)), H(P'(y < 2))} > H(P) + ¢/n,
onde c =14 17/112

4 pergunte ao oraculo: “z < y?”
) se o oraculo responder “SIM”
6 entao P’ — P'(z < y)

7 sendo P’ — P'(y < x)

8  devolva P’

Pelo teorema 5.7.3, se P/ nao é uma cadeia, tais x e y existem. Além disso, pelo lema 5.4.3
podemos calcular H(P'), H(P'(z <y)) e H(P'(x < y)) em tempo polinomial. Note que o
algoritmo sé termina quando encontra uma ordem total, pois pelo lema 2.4.4, a entropia de
um grafo completo com n vértice com relacao a distribuicao uniforme é Ign.

Como em cada iteracao a entropia cresce pelo menos ¢/n, temos que o algoritmo fard no
méximo (n/c)(lgn — H(P))comparagoes. Pelo teorema 5.6.5, vale que lg(e(P)) > Cn(logn —
H(P)), onde C := (1 + 7lge)~!. Assim, o algoritmo faz O(lg e(P)) comparacoes. O

5.8 Computando respostas

Nesta secao mostramos um algoritmo que computa respostas a consultas a um oraculo
que obriga todo algoritmo que ordena uma ordem parcial P a fazer (e(P)) comparagoes.

Basicamente, mostramos que, se P, nao é uma ordem total, para quaisquer x,y incompa-
raveis em P,

min{H(P(z < y)), H(P(y < 7))} < H(P) + -

A pergunta “x < y?” serd respondida de modo a minimizar a entropia da nova ordem parcial.
Isso, significa que a cada comparacao, a entropia da nova ordem parcial serd, no maximo,
a soma entre entropia da ordem parcial anterior e 2/n. Assim, precisaremos de pelo menos
(n/2)(lgn — H(P)) comparagoes para atingir a entropia do grafo completo, isto é, encontrar
a ordem total do ordculo.

Teorema 5.8.1 Se P nao é uma cadeia e z,y sao incomparaveis em P, entao
2
min{H(P(z <vy)),H(P(ly<x))} <H(P)+ e

Prova: Tome a := amyin(P). Defina

U={veP:v<p,z} e R={veP:z<,v}h
Wi={veP:v<,y}t e Z:={veP:y<,v}
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Para toda cadeia C' em P, defina w(C) := Y - a,. Seja uma cadeia K C U que maximiza
w(K). Escolha L C R, M C W e N C Z similarmente. Pelo lema 5.4.1 e pelo teorema 4.1.5,
vale que QSTAB(Gp) = STAB(Gp). Logo, pela defini¢ao (3.3.1) de QSTAB(Gp),

w(K) +w(L) +a, <1,

w(M) +w(N) +ay < 1.

Portanto,
w(K) 4+ w(N) + %T—i_ay <1 ou (5.8.1)
w(M) + w(L) + %TW <1 (5.8.2)

Suponha sem perda de generalidade que a inequacao (5.8.1) é verdadeira. Defina o’ € ]Ri
como
- sev=zouv=y;

o ay/2,
v T ,o -
Ay, caso contrario.

Tome P’ := P(z < y). Vamos mostrar que a’ € QSTAB(Gp/), pelo teorema 4.1.5, isso implica
que ¢’ € STAB(Gpr). Para toda cadeia C' de P', defina w'(C) := Y~ .~ al.. Seja Q uma cadeia
maximal de P’. Se {z,y} Z @, entdo é facil ver que ) é uma cadeia em P. Portanto, como

a <a,
w'(Q) = Za; < Zav <1.
VEQ vEQR
Logo, @’ € QSTAB(Gp). Se {z,y} C @, entao tome
K:={weQ:v<,z} e N :={veQ:y<, v}
Note que K/ C U e N’ C Z. Note também que K’ e N’ sao cadeias de P. Ademais,
Q=K UN U{x,y}. Assim,

Qg + ay
2

< w(K) + w(N) +%T+“y <1

Az + ay

w/(Q) = w/(K') +w/(N') + :

= w(K'") +w(N') +

Portanto, a’ € QSTAB(Gp/) = STAB(Gpr). Assim, como a), = a/2 e ay, = a,/2,

1
H(P') S_ﬁ Zlga;

veP!
1 1 1
=— Y a--lgT - -1g%
n n - 2 n - 2
veP\{z,y}
1 1 1
=—— E lga, + —lg2+ —1g2
n n n
veEP

1 2 2
=——Y lga,+=>=H(P)+ =
n n

n
veP
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O]

Corolario 5.8.1.1 Existe um algoritmo que computa respostas para perguntas ao oraculo e
roda em tempo polinomial no tamanho de P, que forca todo algoritmo que ordena P a usar
Q(lge(P)) comparagoes.

Prova: O algoritmo que computa as respostas do oraculo deve conhecer a ordem parcial P.
O oraculo devera consultar esse algoritmo para responder as consultas de um algoritmo can-
didato a ordenar P.

Considere o seguinte algoritmo.

Algoritmo

1 P —P

2 enquanto o oriculo faz uma pergunta “z < y?” faca
3 se x,y sao comparaveis em P’

4 entao se x <, y

5 entao devolva “SIM”

6 senao devolva “NAQ”

7 sendo se H(P'(z <vy)) < H(P'(y < x))

8 entdo P’ — P'(x < y) e devolva “SIM”
9 senao P’ — P'(y < z) e devolva “NAO”

Pelo teorema 5.8.1, se = e y sdo incomparaveis em P’, entdao H(P'(x < y)) < H(P')+2/n ou
H(P'(y <xz)) < H(P') 4+ 2/n, Assim, a cada comparagao a entropia de Gpr aumentara no
méximo 2/n. Pelo teorema 5.6.5, lge(P’) < n(lgn — H(P')). Isso significa, que o algoritmo
que ordena P fara Q(e(P)) comparagoes. O



Parte subjetiva



Capitulo 6

A experiéncia no projeto e no BCC

Neste capitulo, faco uma andlise sucinta sobre minha experiéncia no projeto de iniciagao
cientifica e no BCC. Discorro brevemente sobre dificuldades, desafios e frustragoes encon-
trados no projeto. Falo também da interagdo com o meu orientador, o professor Yoshiharu
Kohayakawa. Em seguida, relaciono algumas disciplinas do BCC com o projeto. Finalizo
com algumas consideragoes.

6.1 Desesperos, desafios e frustracoes

O meu projeto de iniciacao cientifica envolveu diversas dreas: teoria dos grafos, teoria da
informagao, probabilidade e combinatodria poliédrica. Considero que essa abrangéncia tornou
o estudo de entropia de grafos enriquecedor e desafiador.

O comeco foi especialmente desesperador. Eu ja tinha um conhecimento razoavel sobre
teoria dos grafos, pois eu ja havia realizado projetos de iniciagao cientifica nessa area. No
entanto, eu conhecia muito pouco sobre combinatéria poliédrica e teoria da informagao.

Para conhecer um pouco de teoria da informacao, estudei um livro de Renyi [22] sobre
entropia. Eu achava que isso seria o suficiente para comecar a estudar entropia de grafos.
Assim, tentei estudar uma resenha sobre entropia de grafos de Simonyi [24]. Simonyi comega
a resenha mostrando a definicao de entropia de grafos que ele considera mais facil e simples...
O problema é que eu nao entendi a definicao! Foi assim que eu percebi que, antes de comecar
a estudar entropia de grafos, eu precisava me familiarizar com diversos outros conceitos,
especialmente alguns relacionados a combinatéria poliédrica. Fiz isso lendo um excelente
artigo de Knuth [11] sobre a funcdo ¥ de Lovasz'. O comeco desse artigo também foi um
pouco complicado, mas, como o artigo é muito bem escrito, logo comecei a entender melhor.
No fim, acabei descobrindo que a definicao era mesmo fécil e simples.

A resenha de Simonyi serviu como um guia dos assuntos e artigos a serem estudados
na minha iniciagdo cientifica. Gostei muito da resenha, que, além de ser muito completa,
relaciona bem os diversos resultados sobre entropia de grafos. Na minha iniciacao cientifica,

! Agradecimentos ao Marcel (Marcel K. de Carli Silva) que me indicou esse artigo e me ajudou a entender
seu comego.
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nao tive nenhum livro que servisse como base, ji que nao existe nenhum livro conhecido
sobre entropia de grafos. Considero isso um aspecto positivo da minha iniciacao cientifica,
no sentido de que aprendi muito tendo que entender os artigos listados na resenha. Algumas
provas mais faceis eram omitidas nos artigos e fazer essas demonstracées também me ajudou
na compreensao dos assuntos estudados.

Considero o artigo de Csiszar, Kérner, Lovész e Marton e Simonyi [2], em que é apresen-
tada uma caracterizacao de grafos perfeitos usando entropia de grafos, como um dos melhores
que eu li durante a iniciagao cientifica. Os resultados e as demonstracoes sdo muito bonitos.

Enfrentar artigos foi uma experiéncia enriquecedora. Hoje leio artigos razoavelmente mais
rapido do que lia antes (mas espero que isso ainda melhore bastante). Eu percebi que, quando
nao temos familiaridade com algum assunto, alguns artigos podem ser bem mais penosos de
se ler no comecgo. Isso vai melhorando & medida que avancamos no artigo, pois o assunto
tratado torna-se mais familiar.

O artigo de Kahn e Kim [8], sobre uma aplicagao de entropia de grafos ao problema de
ordenacao a partir de informagao parcial, foi particularmente dificil. Em algumas passagens,
bastava que eles dessem uma pequena dica para que o entendimento fosse muito mais facil.
Por outro lado, as vezes eu achava que uma demonstracao estava mal escrita, mas depois
percebia que talvez aquele fosse mesmo o melhor jeito possivel de escrever. Hoje considero
que esse artigo estda bem escrito em geral. Em algumas partes, os autores fazem comentarios
muito interessantes e que eu apreciei muito.

Uma experiéncia muito boa também foi a de escrever sobre os resultados que eu ia estu-
dando. Percebi que, quando estamos lendo um artigo, facilmente deixamos escapar alguns
detalhes. Quando estamos escrevendo, somos obrigados a cuidar desses detalhes. Isso au-
menta bastante a compreensao dos resultados. E como se houvesse uma troca de papéis:
quando lemos um artigo, o autor tenta nos “convencer” de que o que ele fez esta certo;
quando escrevemos, somos nos que temos que “convencer” o leitor. Uma dificuldade que en-
contrei na hora de escrever foi a escolha da notacdo. Achei que isso seria bem facil, mas
acabei descobrindo que é dificil compatibilizar as diferentes notacoes utilizadas pelos autores
dos artigos.

Durante a minha iniciagao, apresentei pequenos semindrios nas reunioes com o meu orien-
tador e um seminario mais completo na série de seminarios organizada pelo orientador. Com
isso pude melhorar um pouco o meu jeito de apresentar seminarios. Antes eu tinha muita
vergonha de fazer apresentacoes. Hoje lido com isso com mais facilidade.

A preparacao do poster foi uma tarefa que eu achei que seria muito simples e que, no
final, mostrou-se um desafio. Foi s6 na hora de montar o poster que percebi que eu nao tinha
visto nenhuma figura durante toda a minha iniciacao. Como fazer um poster sem figuras?
Com muito esforco, consegui colocar umas imagens que acho que ficaram boas.? Também foi
muito dificil escolher o que colocar no poster. No fim, optei por uma versao sem férmulas e
bem simplificada. Acho que essa opg¢ao foi acertada, pois do contrario o poster teria ficado
intragavel.

Escrevi uma monografia, utilizando os textos que eu vinha escrevendo durante o ano,

2 Agradecimentos ao Chicéo (Francisco Sobral) que me ajudou na preparacao dessas imagens.
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e a submeti para a 3% edicao das Jornadas de Iniciacao Cientifica do IMPA. Meu trabalho
foi aceito para apresentacao na forma de poster. Foi uma experiéncia muito boa, pois eu
tive que apresentar o poster para pessoas com os mais variados niveis de conhecimento em
combinatéria e teoria dos grafos (incluindo pessoas que nao sabiam o que era um grafo).
Nesse evento, recebi uma Medalha de Prata pelo trabalho.

Carrego poucas frustragoes em relacao ao meu projeto. Uma delas foi a dificuldade em
discutir sobre a minha iniciagao com alguém. No entanto, eu ja esperava por isso. Uma outra
frustragéo é a de que eu vou parar de estudar os tépicos que vi na iniciagao. Gostei muito
deles, mas o meu mestrado seguird por um caminho bem diferente (e que considero ainda
mais interessante).

A experiéncia da iniciacdo cientifica foi muito boa e contribuiu fortemente na minha
decisao de continuar meus estudos na pés-graduacao.

6.2 Interacao com o orientador

A orientacao do professor Yoshiharu tem sido muito valiosa para mim. Durante a inici-
acao tivemos varias reunides. Ela eram realizadas em conjunto com mais dois alunos. Em
cada reuniao, um dos alunos apresentava tépicos do assunto que estava estudando. Mesmo
quando era eu quem estava apresentando, eu sempre sala da reuniao sabendo mais do que
no comego dela. Era usual o Yoshi pedir alguma demonstracao nao esperada para o aluno
que estava apresentando. Esses momentos eram interessantes, porque os outros dois que es-
tavam assistindo tentavam ajudar aquele que estava apresentando. Depois de muito esforgo,
em geral, conseguiamos provar o que tinha sido pedido. Nao poucas vezes, o Yoshi mostrou
demonstragoes muitissimo mais curtas do que a que tinhamos sugerido.

O Yoshi me ajudou nao apenas na iniciagao cientifica. Muitas vezes eu conversei com ele
sobre os assuntos mais diversos: o andamento do semestre, as matérias a serem cursadas,
entre outros. Todos essas conversas foram muito importantes para mim e sou muito grata
por elas.

Nunca vou me esquecer do dia em que fui conversar com o Yoshi porque eu nao estava
entendendo nada de um artigo que eu estava lendo. Em 20 minutos, o Yoshi me esclareceu
alguns pontos (e ele nem sequer leu o artigo) que foram essenciais para o entendimento do
artigo. Hoje considero que esse é um dos artigos que entendi mais profundamente.

6.3 Disciplinas do BCC

Virias disciplinas do BCC se relacionam direta ou indiretamente com este projeto.
Hoje percebo o quao importante é o primeiro ano do BCC. Dentre as disciplinas bésicas
destaco:

e MATO0111 — CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I;

e MAT0139 — ALGEBRA LINEAR PARA COMPUTACAO;
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e MAE(0121 — INTRODUGAO A PROBABILIDADE E A ESTATISTICA I;
e MACO0122 — PRINCIPIOS DE DESENVOLVIMENTO DE ALGORITMOS.

Calculo I é para muitos a primeira disciplina assustadora do BCC. Mas aprender bem
os conceitos e técnicas apresentados nessa disciplina nao sé facilita o estudo das disciplinas
de Caélculo posteriores como permite um bom aproveitamento de outras matérias do BCC,
como por exemplo Analise de Algoritmos. Considero as matérias de Calculo essenciais para
o andamento do meu projeto de iniciacao cientifica, pois elas me forneceram ferramentas e
uma visao adequada para o entendimento de conceitos e demonstragoes que estudei.

A disciplina sobre Algebra Linear é fundamental. Eu diria que é uma das matérias do
BCC a que o aluno do primeiro ano mais deve se aplicar. Ter uma boa base em Algebra
Linear facilita muito outras disciplinas, como por exemplo Programacao Linear.

A disciplina introdutéria de Probabilidade e Estatistica é também muito importante.
Os conceitos basicos de Probabilidade foram essenciais para o meu projeto. Dentre outros
assuntos, estudei conceitos basicos de Teoria da Informacao, que esta intimamente ligada com
Probabilidade.

Nao é preciso nem dizer que MAC0122 — PRINCIPIOS DE DESENVOLVIMENTO DE ALGORITMOS
¢é indispensavel para a formacao de qualquer aluno do BCC. De fato, nessa disciplina sao
apresentados algoritmos e estruturas de dados bésicos sem os quais um programador (que
preste) nao sobrevive. Além disso, é o primeiro contato com Analise de Algoritmos. Considero
que essa foi uma das disciplinas do BCC que melhor aproveitei e que ela é base de muitas,
senao de todas, as matérias da Computagao.

Cito também as seguintes disciplinas:

e MACO0338 — ANALISE DE ALGORITMOS;
e MAC0328 — ALGORITMOS EM (GRAFOS;
¢ MACO0315 — PROGRAMAGAO LINEAR;

A disciplina sobre Anadlise de Algoritmos é essencial para qualquer estudo mais aprofun-
dado de algoritmos. Além disso, nessa matéria é dada uma leve introducao a Complexidade
Computacional.

Na disciplina sobre grafos, sao apresentados algoritmos béasicos em grafos. Essa disciplina
foi fundamental para a minha iniciagdo cientifica. De fato, um conhecimento bésico sobre
Teoria dos Grafos foi um forte pré-requisito para o projeto.

A disciplina sobre Programacgao Linear também me ajudou muito na minha iniciagao
cientifica, ja que o projeto envolve um pouco de Combinatdria Poliédrica. Nessa disciplina
tive meu primeiro contato com alguns conceitos, como poliedros, vértices, etc.

Por fim, gostaria de destacar as disciplinas:

e MAE(0228 — NOCOES DE PROBABILIDADE E PROCESSOS ESTOCASTICOS;

e MACO0325 — OTIMIZAGAO COMBINATORIA;
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e MAC0436 — TOPICOS DE MATEMATICA DISCRETA;
e MAC0450 — ALGORITMOS DE APROXIMACAO.

Essas disciplinas nao se relacionam diretamente com o meu projeto. No entanto, considero
que elas foram especialmente enriquecedoras e contribuiram para a minha formagao geral.

6.4 Consideracoes finais

Os anos de BCC serao sempre uma parte importante e inesquecivel de minha vida. Eles
representam para mim um periodo de grande crescimento e amadurecimento, nao apenas no
sentido intelectual, mas também no pessoal.

Estou muito satisfeita com a formacao que adquiri no BCC. Continuarei meus estudos
no mestrado. O meu orientador serd o professor Yoshiharu e meu projeto de mestrado terd
como foco o lema de regularidade de Szemerédi e suas diversas variantes, conjuntamente com
algumas aplicagoes recentes. Estou muito entusiasmada em levar adiante o projeto.

Agradeco a todos por esses 4 anos de BCC. Agradego & minha familia e aos queridos
amigos do IME. Agradeco ao Yoshi por me aturar desde o segundo ano, por sua valiosa
orientacdo, por seus conselhos e apoio. Agradeco também as professoras Yoshiko e Cris. Um
agradecimento especial ao Marcel.
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