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Entropia?! De grafos?!?!

A entropia de grafos surgiu de um problema proposto por J. K�orner em 1973:� Uma fonte emite letras de um alfabeto uma ap�os a outra. Conatenando letras,formamos palavras.� A ada instante, a fonte emite uma letra de aordo om uma distribui�~ao deprobabilidade.� Carater��stia espeial: nem todas as letras preisam ser mutuamente distingu��veis.Palavras s~ao distingu��veis se tiverem letras distingu��veis em alguma posi�~ao.Podemos onstruir um grafo ujos v�erties s~ao as letras do alfabeto, onde dois v�ertiess~ao adjaentes se s~ao letras distingu��veis.

Figura 1: Um grafo de letras. Somente as letras a e b s~ao distingu��veis.Podemos tamb�em onstruir um grafo ujos v�erties s~ao todas as palavras de um ertoomprimento, onde dois v�erties s~ao adjaentes se s~ao palavras distingu��veis.

Figura 2: Grafo de palavras.� Objetivo: odi�ar as palavras de um erto omprimento. Cada palavra devereeber um �odigo bin�ario.� Devemos minimizar o n�umero m�edio de bits por letra da palavra.� Carater��stia espeial: palavras indistingu��veis podem reeber o mesmo �odigo.

Figura 3: Cada or representa um �odigo bin�ario diferente.A entropia do grafo das letras �e justamente o n�umero m�edio de bits neess�arios porletra, dada a distribui�~ao de probabilidade da fonte.

Poliedros

�E muito dif��il trabalhar om entropia de grafos usando diretamente a de�ni�~ao dadapor K�orner. Em 1990, Csisz�ar, K�orner, Lov�asz, Marton e Simonyi apresentaram umaarateriza�~ao om a qual �e bem mais f�ail de trabalhar:� A entropia de um grafo G �e o m��nimo de uma fun�~ao sobre um erto poliedrorelaionado a G.� O poliedro tem dimens~ao igual ao n�umero de v�erties de G.� Os v�erties desse poliedro s~ao os onjuntos est�aveis (subonjuntos de v�ertiesmutuamente n~ao adjaentes) de G.� Esse poliedro �e hamado de politopo dos onjuntos est�aveis de G.

Figura 4: Grafos e seus politopos de onjuntos est�aveis.

Figura 5: Fixando a oordenada relativa ao v�ertie a.

E da��?

Apesar de a entropia de grafos ser um assunto muito espe���o, j�a foram desen-volvidas aplia�~oes de entropia de grafos para diversos problemas. Tamb�em foramestabeleidas muitas rela�~oes entre entropia de grafos e oneitos l�assios de Teoriade Grafos e Teoria da Informa�~ao.Exemplo: Queremos ordenar os elementos de um onjunto de modo a minimizar on�umero de ompara�~oes realizadas. �E laro que para isso j�a existem muitos algorit-mos. No entanto, suponha que parte desse onjunto j�a est�a ordenada.Como aproveitar a parte j�a ordenada para diminuir o n�umero de ompara�~oes?Kahn e Kim apresentaram uma aplia�~ao de entropia de grafos para esse problema.Algumas aplia�~oes e rela�~oes:� Grafos perfeitos: Csisz�ar, K�orner, Lov�asz, Marton e Simonyi mostraram uma a-rateriza�~ao de grafos perfeitos atrav�es de entropia de grafos. Grafos perfeitos s~aouma lasse muito interessante de grafos que tem sido muito estudada.� F�ormulas booleanas: Newman, Ragde e Wigderson obtiveram limites inferiorespara o tamanho de f�ormulas booleanas. Radhakrishnan obteve um limite inferiorpara o tamanho de f�ormulas booleanas que omputam ertas fun�~oes.� Fun�~oes de hash: K�orner e Marton, usando entropia de hipergrafos, melhoraram olimite inferior provado por Fredman e Koml�os para o tamanho de fam��lias perfeitasde fun�~oes de hash.
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