Série: Tépicos Avancados de Matematica Aplicada

Volume 3: Dinamica e Espectro

Autovalores e Autovetores: A Esséncia das Transformagoes Lineares

Clayton Garcia da Silva
11 de marco de 2026

Resumo

Este volume aborda a decomposicdo espectral de operadores lineares, explo-
rando como a identificagdo de dire¢des invariantes permite a simplificagdo de sis-
temas complexos. Discutimos desde o polindmio caracteristico até a aplicagdo pra-
tica em sistemas dindmicos e diagonalizagdo de matrizes, seguindo o rigor das
publicacdes técnicas internacionais.

1 Introducdo: A Busca pela Invaridncia Direcional

Em muitos problemas de engenharia e fisica, estamos interessados em entender como
uma transformacao linear T : V — V age sobre o espaco. Frequentemente, a aplicacdo
de uma matriz A sobre um vetor x resulta em uma mudanga completa de magnitude
e direcdo. No entanto, existem vetores especiais que, sob a acdo de A, mantém sua
direcdo original.

Definicao 1.1. Seja A € R"*"". Um vetor ndo nulo v é dito um autovetor de A se existir um
escalar A tal que:
Av = Av (1)

O escalar A é denominado autovalor associado ao vetor v.

2 O Polindomio Caracteristico

Para encontrar os autovalores, reescrevemos a equagao fundamental como (A — AI)v =
0. Para que existam solugdes ndo triviais, a matriz (A — AI) deve ser singular, ou seja:

p(A) = det(A —AI) =0 (2)

Teorema 2.1. O polindmio p(\) é de grau n. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, A possui
exatamente n raizes complexas (autovalores), considerando suas multiplicidades.



3 Diagonalizacao e Matrizes de Transicao

Dizemos que uma matriz A é diagonalizdvel se existir uma matriz invertivel P e uma
matriz diagonal D tais que:

A =PDP! (3)

As colunas de P sdo os autovetores de A, e os elementos da diagonal de D s&o os
autovalores correspondentes. Esta decomposicdo facilita o calculo de poténcias:

AF = pDFP! (4)

4 Exemplo Pratico

Seja A = (;L ;) O polindmio caracteristico é:

p(A) =A? =71 +10 = (A —5)(A —2)

Os autovalores sdo A1 = 5 e Ay = 2. O espago préprio associado a A; = 5 é obtido

resolvendo (A — 5I)v = 0, resultando no autovetor v; = 1) .

5 Conclusao e Aplica¢oes

A anélise espectral é a base para o entendimento de sistemas dindmicos estaveis e
para algoritmos de compressdo. Em volumes subsequentes, exploraremos como a de-
composicdo em valores singulares (SVD) generaliza esses conceitos para matrizes ndo
quadradas.
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