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Resumo

A classe de problemas em estudo € a de empacotamento de itens circulares, que consiste em encontrar
uma disposi¢do de um namero fixo deles que minimize as dimensGes do objeto que os contém. Neste
trabalho, foram considerados objetos em forma de circulo, quadrado, strip e retangulo. Por objetivo
o projeto teve o de encontrar, a partir de resultados obtidos por métodos de Otimizacao Continua
empregados em trabalhos anteriores, solugdes mais precisas para tais problemas. Para isso, é pro-
posta uma estratégia baseada na formulagao de sistemas de equagoes nao-lineares e a sua solucao a
partir do método de Newton-Raphson, cujos resultados mostraram-se bastante satisfatorios.

Palavras-chave: Empacotamento, sistemas de equagdes nio-lineares, programagao nao-linear.
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Capitulo 1

Introducao

Problemas de empacotamento ocorrem naturalmente em diversas situacoes da vida cotidiana, da
disposicao de produtos em uma embalagem ao carregamento de caixas em um caminhao. Por esse
motivo, algoritmos capazes de resolvé-los eficientemente ha muito despertam grande interesse nao
s6 matemaético, mas também econémico.

Ja é sabido, porém, que a busca por uma solugdo 6tima global para um empacotamento é
um problema N P-dificil, o que a torna muito custosa em termos de tempo de processamento.
Sendo assim, comumente sdo empregados métodos heuristicos, que mesmo sendo em sua maioria
razoavelmente rapidos, nao garantem convergir a minimizadores globais. Dentre eles, interessam a
este trabalho os que utilizam modelos nao-lineares do problema, que podem ser entio resolvidos por
algoritmos de programacao nao-linear.

Serao discutidas a seguir algumas dessas estratégias de resolucao publicadas na literatura,
introduzindo-se daf a motivacdao para o desenvolvimento do trabalho. No capitulo seguinte, o algo-
ritmo desenvolvido serd exibido e seu funcionamento, bem como a teoria sobre a qual se fundamenta,
serao detalhados. Por fim, os resultados numeéricos obtidos serao sintetizados e comentados.

1.1 Abordagens anteriores

Em [18], trata-se do problema de empacotar itens circulares idénticos em um quadrado. Um mo-
delo maz-min para maximizar a menor distdncia entre os centros dos itens é apresentado com o
objetivo de maximizar o seu didmetro. Uma reformulacao nao-linear classica do problema maz-min
é resolvida usando-se MINOS [21] e a linguagem de modelagem GAMS [11]. Emprega-se uma es-
tratégia multi-start para aumentar a probabilidade de se encontrarem solucdes globais. Problemas
com até 30 itens sdo resolvidos, alcancando-se as melhores solucoes ja divulgadas na literatura e
dando origem a algumas novas configuracoes.

Uma outra formulagdo em programacdo nao-linear do mesmo problema é também introduzida
em [22]. Nela, busca-se minimizar a funcéo energia ;. ;(\/ d?j)m, em que d;; representa a distancia
euclidiana entre os centros dos itens ¢ e j, A € um fator de escala e m é um inteiro positivo, sob a
restricdo de dispér os itens dentro do objeto. Uma reformulagdo sem restri¢bes deste problema é
resolvida usando-se um algoritmo de busca linear que emprega diregoes do tipo gradiente no inicio e
de Newton préximo a solucao. Utiliza-se entdo a resposta obtida pelo algoritmo de otimizacao como
ponto de partida para se resolver um sistema de equacdes nao-lineares com o objetivo de melhorar
a precisao da solugdo. Problemas com até 50 itens sdo tratados, encontrando-se algumas respostas



alternativas e aprimorando alguns resultados obtidos em [14, 16].

Em [17], estuda-se o mesmo problema, modelado como um de otimizagao quadrética. Duas
propriedades satisfeitas por pelo menos uma solugao étima sdo apresentadas e um eficiente algoritmo
branch-and-bound é desenvolvido. Ele é usado para provar a e-otimalidade de solucoes para até 35
itens, 38 e 39 itens. Além disso, novas solugoes para 32 e 37 itens sdo encontradas. Finalmente, os
autores de [17] ressaltam que, no que diz respeito ao problema de maximizar o didmetro dos itens
(em vez de minimizar o tamanho do objeto), enquanto a maioria das abordagens sdo capazes de
obter um limitante inferior, a deles prové um limitante superior da solucgao.

O problema de empacotar circulos idénticos em um circulo é discutido em [20]. A formulacao
nao-linear ¢ uma das mais naturais e maximiza o ralo dos itens enquanto impde que caibam den-
tro do objeto sem que se sobreponham. Duas versoes equivalentes sdao apresentadas, uma usando
coordenadas cartesianas e outra, polares. E testado um método heuristico chamado Reformula-
tion Descent, que iterativamente alterna de um modelo para outro. Os autores afirmam que essas
transi¢oes reduzem a probabilidade de o método parar em pontos estacionarios indesejaveis. Expe-
rimentos numéricos mostram que ele ¢ muito mais rapido que os classicos de programacao nao-linear
e que, para instancias de até 100 itens, a melhor solucao é encontrada em 40% dos casos, enquanto
no resto deles o erro nunca excede 1%.

Ja o problema de empacotar circulos de tamanhos distintos em strips é considerado em [25].
Um tipico modelo ndo-linear é apresentado e profundamente estudado. Conforme assinalado pelos
autores, algumas peculiaridades do modelo permitem concluir que solugoes 6timas sao obtidas em
pontos extremos da regido vidvel. Uma abordagem inteligente (baseada em multiplicadores de
Lagrange) de passar de um minimizador local para outro melhor trocando-se de posicgao dois circulos
distintos ¢é elaborada. Os experimentos numeéricos em [25] mostram que essa técnica, que pode ser
encarada como uma forma de se evitarem minimizadores locais, juntamente com um eficiente método
local [24] e uma estratégia multi-start, conduzem a 6timas solugoes. Uma comparagdo com um
algoritmo branch-and-bound usando instancias com até 35 itens exibe as vantagens da abordagem
apresentada.

Modelos nao-lineares tém sido também empregados com sucesso em problemas de, dado um
numero infinito de itens idénticos e um objeto, todos de dimensao fixada, empacotar o maior nu-
mero possivel de itens no objeto. Em [9], os autores lidam com itens circulares dentro de objetos
retangulares e circulares. Em [7,8], problemas de empacotar retangulos ortogonais e livremente ro-
tacionados no interior de regides convexas arbitrarias sdo considerados, respectivamente. O Método
de Sentinelas apresentado em |7,19] pode também ser utilizado para empacotar poligonos arbitrarios
distintos (com angulos internos nao menores que 7/2) em regides convexas arbitrarias. Em todos os
casos, os modelos nao-lineares sao resolvidos usando-se ALGENCAN [2-4, 6], um método de La-
grangeanos Aumentados para minimizagao de fungoes suaves com restrigdes gerais (gratuitamente
disponivel na pagina do Projeto TANGO [5]).

1.2 Motivacoes e objetivos

Todas as estratégias baseadas em modelos nao-lineares ja conhecidas tém um ponto em comum:
constituem métodos iterativos, de convergéncia linear, que geram uma seqiiéncia infinita de pontos,
a cujo conjunto de pontos de acumulacdo, no melhor dos casos, pertence a solucdo buscada. Assim,
na pratica, faz-se necessaria a utilizacao de um critério de parada capaz de medir a proximididade &
resposta desejada. Ademais, os algoritmos empregados garantem convergir a minimizadores locais,



mas ndo a minimizadores globais.

Dessa forma, este projeto buscou desenvolver um método de convergéncia quadrdtica que apri-
morasse a acuradcia dos resultados obtidos por tais métodos, igualando as solugbes 6timas ja divul-
gadas 23] e provendo ainda respostas precisas para casos nao reportados na literatura.



Capitulo 2

Metodologia

Neste capitulo, o trabalho desenvolvido serd descrito em detalhes. Antes disso, é conveniente escla-
recer alguns conceitos:

Item Cada um dos artigos empacotados, fixados como sendo circulos de raio unitario.

Objeto Contéiner de itens, cujo formatos estudados sdo o circular, o quadrado, o retangular e o
strip, que consiste em um retangulo com uma de duas dimensbes previamente fixada.

2.1 Modelo nao-linear

Neste trabalho, a variante estudada dentre todas as apresentadas para problemas de empacotamento
serd a que busca minimizar as dimensoes de um objeto que comporte em seu interior um dado ntmero
de itens circulares idénticos, sem que haja sobreposi¢oes. Dessa formulacao obtém-se naturalmente
o seguinte modelo nao-linear:

Minimizar as dimensoes do objeto

sujeito a comportar os itens sem sobreposicoes (2.1)
Sejam ¢; = (¢F,¢]) € R? e r; € R o centro e o raio, respectivamente, do i-ésimo item considerado,
para i = 1,..., N. Denotemos também por d(-,-) a distancia euclidiana entre dois pontos de R2.

As restri¢cdes que concernem a proibicdo de sobreposicdes entre os itens empacotados dependem
apenas de sua forma e, por estar essa definida como circular ao longo de todo o decorrer do projeto,
traduzem-se no seguinte conjunto de inequagoes:

d(ci,cj) = rit 1), Vi ] (2.2)

O restante das restrigoes associadas a essa modelagem cuidam da nao-violagdo dos limites do
objeto e, portanto, dependem diretamente de sua forma. Do mesmo modo, a funcdo objetivo
informalmente definida em (2.1) varia conforme o tipo de objeto. Vejamos que formas ambas
podem assumir para aqueles considerados neste trabalho.

2.1.1 Objeto circular

Minimizar as dimensoes de um circulo equivale a minimizar o seu raio R. Além disso, todos os
itens que estiverem completamente contidos em seu interior satisfazem a inequacdo R > d(¢;, C) +



r;, Vi, em que C denota o centro do objeto. Supondo, sem perda de generalidade, que ele esta
centrado na origem (o que pode ser conseguido por uma simples operacao de translacao), é possivel
expressar (2.1) como:

Min. R
S. a ()2 4+ () < (R—m)% Vi (2.3)

1 ]

restri¢oes de sobreposicao (2.2)

2.1.2 Objeto quadrado

Analogamente ao caso circular, a fungao objetivo de interesse é a que busca minimizar o lado L do
quadrado. Supondo agora que a origem do sistema cartesiano é dada pelo vértice inferior esquerdo
do quadrado, o modelo nao-linear fica:

Min. L
s;ca 1 <cf<L-—ry Vi (2.4)
r; <c/ <L—r Vi (2.5)

restri¢oes de sobreposicao (2.2)

2.1.3 Objeto em strip

Por ter uma de suas dimensdes (digamos, L) fixada, o strip s6 permite a minimizacao da outra,
designada por W. Mantendo a suposicao sobre a origem do sistema de coordenadas, vem:

Min. w
s.,a  rp<c¢ < L—ry Vi )
rigcngV—ri, V1

restri¢oes de sobreposicao (2.2)

2.1.4 Objeto retangular

A minimizacdo das dimensdes de um retdngulo, por sua vez, pode ser encarada de duas formas
distintas: (i) minimizagao da soma de sua base e de sua altura (também chamada de semi-perimetro)
ou (ii) minimizagao de sua area. E interessante observar que essas duas formulagoes ndo sdo de forma
alguma equivalentes, merecendo ambas ser objeto do estudo desenvolvido. Tém-se, portanto, dois
modelos possiveis:
Min. L+WoulLxW
s.;a  1p<c¢i < L—ry Vi (2.8)
rigcf§W—ri, Vi (2.9)

restri¢oes de sobreposicao (2.2)

2.2 Abordagem proposta

Nao é dificil compreender que, em uma configuragao 6tima, muitos dos itens envolvidos sdo postos
em contato entre si ou com as bordas do objeto (Figura 2.1), o que torna ativas muitas dessas



restrigoes. Assim, se conhecidas de antemao essas que acabariam por ser satisfeitas com igualdade,
¢é entao possivel escrever um sistema de equagoes ndo-lineares cuja solucao constitui uma resposta
para o problema de empacotamento estudado. Dessa forma, pode-se obter uma solu¢ao de precisao
ainda maior que a da fornecida pelos métodos de otimizacao.

Figura 2.1: Configuragao 6tima para b itens

Cabe também mencionar que o niimero de restrigdes ativas na solu¢ao (que nada mais é que
o namero de contatos entre os itens somado ao namero de itens que tocam as bordas do objeto)
pertence a O(N), enquanto o ntmero total de restrigdes do modelo de programacao nao-linear é
N(N —-1)/2+ N.

Para que a idéia apresentada possa ser viabilizada, é preciso que se conhecam as restri¢coes ativas
na configuragdo 6tima buscada. Isso pode ser conseguido por meio da andlise das solugoes dadas
por métodos de otimizacao nao-linear, em especial pelo proposto em [10].

Nesse artigo, apresentam-se modelos nao-lineares duas vezes diferencidveis para empacotamento
de itens circulares em diversos tipos de objetos, que entdo sao resolvidos pelo método ALGENCAN,
um moderno algoritmo de Lagrangeanos Aumentados para minimizacao suave e restrita ([2—4,6]).
As solucgdes obtidas se aproximam das 6timas publicadas em [23] com precisio de 107%, que, apesar
de aquém do desejado pelos autores do trabalho, é o bastante para que se estime a disposicao dos
itens no empacotamento 6timo.

2.3 O algoritmo

Dispondo entdao de um método capaz de produzir razodveis aproximagoes da solu¢do do problema
de empacotamento de interesse, é possivel, a partir de sua analise, a deteccao das restrigoes ativas e
a formulacdo de um sistema de equacoes ndo-lineares satisfazivel pela configuracdo 6tima buscada.
A estrutura geral do método produzido é a seguinte:



Algoritmo 1 Algoritmo em pseudo-codigo
Entrada: N := ntimero de itens no empacotamento
Entrada: R := raio dos itens no empacotamento

1: while o tempo ja consumido for menor que 7' do

2:  Execute ALGENCAN e obtenha uma solucdo xy {aproximada}
3 Realize o pré-processamento da solucao

4:  Detecte os contatos estabelecidos na solucao

5:  Formule o sistema de equagoes nao-lineares correspondente
6 repeat

7 Aplique 0 método de Newton usando a solucao xp_1

8 Resolva o novo sistema linear e obtenha um novo xy,

9:  until o nimero de iteragoes tenha ultrapassado K

10:  Realize o pés-processamento da nova solucao

11:  Compare com a melhor ja obtida e atualize-a

12: end while

13: return z* {melhor solucdo encontrada}

Por se tratar de um método iterativo, é necessario estabeler limites de tempo & sua execucao. Na
implementacao feita do algoritmo acima, o valor de K foi fixado em 1000 (ntumero de itera¢oes mais
que suficiente para garantir a convergéncia total do método de Newton) e o de T variou conforme
o tamanho do problema a ser resolvido, de apenas alguns segundos até muitas horas.

Nao pertence ao escopo deste texto o detalhamento do passo (2.1), que esta muito bem definido
por seus autores em [10]. Em vez disso, sera exibida nas proximas se¢oes uma descrigdo minuciosa
dos demais passos, iniciando-se pela dete¢ao de contatos em uma dada configuracao.

2.4 Deteccao de contatos

Dois itens ¢ e j estdo em contato se a distancia entre seus centros for igual & soma de seus raios, ou
seja, d(c;, ¢j) = ri + ;. Supondo que todos os raios sao idénticos, vale que d(c;, ¢j) = 2r. Todavia,
por serem as operacoes de ponto flutuante suscetiveis a erros de truncamento e de representacao na
méquina, é prudente adotar um €1 € Ry que represente o afastamento minimo entre as bordas de
dois itens necessario para que eles nao sejam considerados em contato. Dessa forma, a verificacao
de contato entre itens do empacotamento fica:

d(cia C])
Item ¢ faz contato com item j <= d(c;, c;) — 2r

2r 4+ e
€1 (2.10)

INIA

Ja a deteccao de contato entre um item ¢ e o objeto estd intimamente relacionada a forma desse.
De modo geral, isso acontece quando as restri¢goes de nao-violagao nos modelos apresentados na
Secao 2.1 forem satisfeitas com igualdade. Contudo, pelas razdes ja discutidas, é introduzido um
valor e2 € R, que denota o afastamento minimo entre as bordas de um item e do objeto necessério
para que eles nao sejam considerados em contato. Para os objetos estudados, decorrem as seguintes



verificacoes:

Item i faz contato com circulo < R — ((¢F)?+ (<)) —r < & (2.11)
c; —r < & ou
‘ L—-cf—r < e ou
Item ¢ faz contato com quadrado <= Y = 2 (2.12)
c;—r < &€ ou
y
L—c —r < &
c; —r < e ou
. . L—cf—r < g9 ou
Item ¢ faz contato com strip <= Y = 2 (2.13)
c; —r < &2 ou
W—c/—r < g
c;—r < & ou
. L—ci—r < g9 ou
Item i faz contato com retangulo <= Y = 2 (2.14)
c; —r < €2 ou
W — iJ - T S £9

A valoracao de €1 e g9 é definida empiricamente, ja que depende diretamente da maquina uti-
lizada e também da precisao da resposta fornecida pelo método de programacao nao-linear. Na
implementagdo desenvolvida, foram constatados bons resultados com a definicdo de ambos iguais a
10~%, nimero que se aproxima da raiz quarta do epsilon da maquina disponivel.

Uma vez construidos os conjuntos « de pares de itens em contato entre si e 5 de itens em
contato com as bordas do objeto, é possivel escrever um sistema de equacoes nao-lineares a partir
das restrigoes satisfeitas com a igualdade pela configuracdo 6tima buscada x*.

2.5 Formulacao do sistema

Sejam n o numero de varidveis e m o numero de equagoes do sistema buscado F': R™ — R™. O valor
de n é precisamente 2N + 1 para circulos, quadrados e strips e 2N 4 2 para retangulos (coordenadas
x e y do centro dos N itens mais as dimensoes variaveis do objeto), enquanto m é da ordem de
O(N) (namero de contatos detectados no passo anterior).

A cada cada par (i,j) € a corresponde a restrigdo ativa d(c;, cj) = 2r, ou, equivalentemente,
d(c;,cj)* = (2r)%. Isso se reflete no sistema buscado F pela seguinte equagao:

fal) = d(ci,cj)® = (2r)

= (cf — cf)2 + (¢! - cg)2 — 4r? (2.15)

J4 a restricdo ativa associada a cada elemento ¢ € (8 varia de acordo com o objeto tratado e



pode assumir as seguintes formas:

Em circulos, fz(-) = (R—71)*—((c¥)*+ (!)?) (2.16)
c; —r ou
Em quadrados, f3(-) = L= cz : : 23 (2.17)
L — % —r
c; —r ou
Em strips, fg(-) = L= Z%j : : ZE (2.18)
W—c/—r
i —r ou
Em retangulos, f3(-) = L= Zg : :: 23 (2.19)
| W — % -

E importante chamar a atencdo para o fato de que o sistema assim construido, ainda que
sobredeterminado (em geral, m > n), ndo deixa de ser compativel, desde que, é claro, os valores de
€1 e €2 tenham sido apropriadamente escolhidos. Isso porque muitas das equagoes que o compdem
sao redundantes, isto é, sao meras combinagoes lineares das demais.

Figura 2.2: Configuracao 6tima para 7 itens, com n =15 e m = 18

A Figura 2.2 constitui um bom exemplo, bastando observar que, mesmo se suprimidos alguns
dos contatos (representados por linhas tracejadas) estabelecidos pelo item central, o posicionamento
fixado para os demais ndo permite outra que néo essa disposicao.

2.6 Resolucao do sistema

Estando a obtencao da solucao vinculada a resolucao do sistema obtido e visando conferir ao método
convergéncia quadratica, a estratégia adotada para essa finalidade é o método de Newton-Raphson,
exposto na proéxima subsecao.
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2.6.1 Meétodo de Newton-Raphson

O método de Newton é tido como um eficiente algoritmo para se determinarem aproximacoes para
as raizes de uma fungdo em R. A idéia do método € a seguinte: partindo-se de uma estimativa
inicial razoavelmente proxima, & raiz verdadeira, a funcao é substituida por sua melhor aproximacao
local e entao é computado o zero de tal aproximagdo. O valor obtido serd uma estimativa ainda
melhor para a raiz da funcéo e o método pode dai ser iterado.

Seja f: [a,b] — R uma funcao derivavel definida no intervalo [a, b] e com valores em R. Suponha
conhecida uma estimativa x; de sua raiz. Sabendo-se que a derivada em um ponto nada mais é que
a inclinagdo da reta tangente & fungdo naquele ponto, é possivel obter uma melhor aproximagao

Tht1:

f(zr) =0

T — Th+1

0— f(zk)

Tyl — T
f(zk)

TR T )

Iniciando-se o processo com um valor x( suficientemente préximo ao zero real da funcao, o método
ird convergir para ele.

Esse procedimento pode ser facilmente aplicado a resolucio de um sistema de m equacoes nao-
lineares, que é equivalente a encontrar a raiz de uma funcao F' : R™ — R™ continuamente dife-
renciavel. Basta, na formulagdo dada acima, substituir o conceito de derivada pelo seu analogo
multidimensional, a matriz jacobiana Jrp € R™*":

flar) + f'(@n) (2re1 — xx)
F(mk) + JF(xk)(-Tk-i-l — l’k) =0
Jr(zp)(@p1 —2p) = —F(xy) (2.20)

Recai-se entdo em um sistema linear sobredeterminado da forma Ax = b, com A € R™*", para a

fllxy) =

incoégnita xpy1 — Tk.

Uma analise cuidadosa [12] permite também concluir que, para os casos em que a multiplicidade
da raiz procurada é um, a seqiiéncia {zy} gerada converge quadraticamente a ela (supondo xg
suficientemente proximo).

Sao duas as formas de se computar a solugio desse novo sistema:
e decomposi¢ao QR aplicada a matriz A = Jp(xy);
e decomposicdo de Cholesky aplicada as equagbes normais.

Ambas serdo tratadas nas subsec¢oes seguintes.

2.6.2 Decomposicao QR

Por nao se ter qualquer informagao quanto ao posto da matriz Jp(zy), € empregada a decomposicao
QR com pivotacdo, dada por:

A=Q < 1(;2 ) pT, (2.21)
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sendo @ € R™*™ uma matriz ortogonal, R € R™*™ uma matriz triangular superior e P € R™*™ uma
matriz de permutacao.

E determinado ainda um indice k tal que a submatriz R (situada nas k primeiras linhas e
colunas de R) seja bem-condicionada e a submatriz Rag, desprezivel:

_ Ri1 Ry
r= (SR

~ Ri1 Ry
0 0

Tal k é denominado posto efetivo de A e seu computo ¢ discutido em [15].
A solucdo do sistema Ax = b considerado pode ser entdo deduzida:

—1a
r = P( Rl(l) “l > (2.22)

em que ¢ consiste apenas nos k primeiros elementos de ¢ = Q7'b.

Resta assinalar que essa estratégia foi escolhida como primeira opgao por ser numericamente mais
estavel que a decomposicao de Cholesky, ja que, em geral, a matriz Jp(z)) nao é bem-condicionada.

A fim de garantir que a subrotina responsavel por essa decomposicao fosse 0 mais robusta e con-
fiavel possivel, recorreu-se ao projeto LAPACK [1] (versao 3.0), que prové uma ampla biblioteca de
rotinas de Algebra Linear codificadas em FORTRAN 77. Dentre elas, a empregada na implementacio
deste método é DGELSY.

Mesmo assim, nos casos em que a Jp(xy) ndo apresenta posto completo (o que pode ser conferido
pela comparagdo k < min(m,n)), a decomposicao tem falhado em prover uma solugio satisfatoria
ao sistema. S0 dai a estratégia de resolugio é trocada para a decomposicao de Cholesky aplicada
as equagdes normais, assunto de que trata a proxima subsecao.

2.6.3 Decomposicao de Cholesky

A resolucdo do sistema sobredeterminado Ax = b pode ser encarada também como a tarefa de
encontrar o minimo do quadrado da norma dois de Az — b (problema de quadrados minimos). Pelo
simples fato de que || v ||3 = v"v, é possivel escrever:

| Az —b|5 = (Az —b)T(Az —b)
= (Az)T(Az) — 0" Az — (Az)To+ b7
(Az)T (Az) — 2(Az)Tb + bTb

Sabendo-se que o minimo dessa fungao ocorre no zero de sua derivada em respeito a z, vem:

% [(Az)T (Az) — 2(A2)"b+0"b] = 0
24T Az —24Tp = 0
AT Az = ATp (2.23)
Aplicando-se tal resultado ao sistema de interesse, segue:
Axr = b
Jr(@p) (g1 —xp) = —F(wy)
T (@r) Jr(ep)(zre — o) = —Jg(zp) Fay) (2.24)
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E preciso notar que a matriz M = JEL(xy)Jr(zg) € R™*" ¢ simétrica e semidefinida-positiva.
Mais importante ainda é perceber que ela é singular, em razdo de ser verdade que posto(M) =
posto(Jr(xy)) e por ser esse caminho de resolucao tomado apenas quando posto(Jr(zk)) < n.

Por esses motivos, ¢ necessario empregar a decomposigao de Cholesky Modificada [12], capaz de
fatorar uma matriz JE (xy)Jp(xk) ligeiramente perturbada:

Jp (@) Jp(ar) (e — xp) = —JF(2p)F(ap)
(LTL)(wpsr — ) = —Jf(zp)F ()

sendo L € R™™ uma matriz triangular inferior.

Com isso, o calculo de (g1 — xp) segue facilmente por substitui¢do para frente e substituicao
para trés. E interessante observar apenas que o nimero de condi¢io x(J L (z)Jr(zx)) € o quadrado
de k(Jr(xg)), o que reforga a escolha de Cholesky Modificada para essa tarefa.

A subrotina encarregada de executéa-la na implementacao feita ¢ MODCHL [13], creditada a E. Es-
kow e R. B. Schnabel (1988) e também codificada em FORTRAN 77.

2.7 Pré e pos-processamento

Alguns desafios que tiveram de ser transpostos para o correto funcionamento do método merecem
destaque e serdo abordados nas se¢des que se seguem.

2.7.1 Deteccao de itens soltos

Um obstaculo que se impos a utilizacdo do método foi a ocorréncia de indeterminacao dos sistemas
de equagoes construidos, com m < n em vez de m > n. Constatou-se que isso acontecia devido
a itens que participavam de menos de dois contatos, contribuindo, assim, com a adicdo de mais
variaveis (2) que equagoes (0 ou 1) ao sistema. Com certo abuso de linguagem, chamemos esses
itens de “soltos”.

Figura 2.3: Exemplo de configuragao com 2 itens “soltos”

A idéia para se contornar tal empecilho é a seguinte: durante o pré-processamento, tais itens
devem ser encontrados e entao temporariamente removidos do conjunto a ser empacotado. Ape-
nas durante o pos-processamento, quando uma configuracio obedecendo as equactes determinadas
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pelos contatos detectados ja for conhecida (Figura 2.4); os soltos deverao ser reintroduzidos ao
empacotamento.

Figura 2.4: Configuragao 6tima com itens soltos suprimidos

Para isso, é formulado um novo problema de otimizacao baseado nos mesmos modelos apresenta-
dos em [10], porém agora com um nimero de variaveis bastante reduzido (proporcional ao namero
de itens soltos). A busca por uma solu¢ao do modelo é entao conduzida pelo método ALGEN-
CAN. Caso falhe a reincorporacdo de tais itens a configuracdo, tem-se uma evidéncia de que os
contatos foram mal avaliados e de que o problema precisa ser resolvido novamente, dessa vez com

€1 e €2 devidamente escolhidos. Caso contrario, tem-se uma solugdo 6tima para o problema original
(Figura 2.5).

Figura 2.5: Configuracao ¢tima com itens soltos devolvidos

Sejam S o conjunto dos itens soltos e s a sua cardinalidade. As variaveis que compdem 0 novo
problema nao-linear sao o centro ¢; € R? e o raio r; € R do i-ésimo item solto, paratodoi =1,...,s,
além de uma nova variavel r,,;, € R introduzida para fins de modelagem. Sao dados do problema
o centro ¢; € R? de todo item j ¢ S, cuja posicdo ¢ obtida da solucdo z* recém encontrada pelo
método, as dimensoes do objeto também conforme calculado pelo algoritmo, e o raio r dos itens no

14



empacotamento. O novo modelo formulado entao fica:

Minimizar —Tmin
sujeito a T8 > Tyin, VI E S (2.25)
d(ci,cj) >ri+rj, Vi,jeS, i#j (2.26)
d(ci,cj) >ri+r, YiesS, j¢58 (2.27)

restri¢oes de violagdo (Secao 2.1)
Se para o valor 6timo 7 . obtido por ALGENCAN valer que r . > r, entdo todos os itens
soltos puderam ser realocados no empacotamento.

2.7.2 Iteracao de item semi-fixado

Conforme ja apontado durante a discussao sobre o método de Newton-Raphson, a convergéncia
quadratica a solucdo s6 é garantida se a multiplicidade da raiz buscada for um. E verificavel,
porém, que, no empacotamento em circulos, existe ndo apenas uma, mas sim uma “vizinhanca” de
configuragoes 6timas arbitrariamente proximas, obtidas com uma simples rotagdo de todo o conjunto
de itens no interior do objeto (Figura 2.6).

Figura 2.6: Configuracoes ¢timas distintas para 3 itens

A fim de preservar a convergéncia quadratica do método, tal comportamento teve de ser pre-
venido escolhendo-se um dos itens do empacotamento para ter uma das coordenadas de seu centro
fixada. Isso pode ser feito agregando-se ao sistema uma nova equagao da forma ¢f — k = 0, em que
cf denota a z-coordenada do centro do i-ésimo item e £ o valor inicial dessa varidvel, como extraido
da solucao aproximada dada por ALGENCAN.

Infelizmente, nao foi possivel estabelecer um critério de escolha do item a ser submetido a esse
processo. Em vez disso, a implementacao feita itera esse papel entre todos os itens nao-soltos,
ficando a melhor solucao encontrada. Com essa modificagdo, o algoritmo para objeto circular fica:
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Algoritmo 2 Algoritmo em pseudo-codigo
Entrada: N := ntimero de itens no empacotamento
Entrada: R := raio dos itens no empacotamento

1: while o tempo ja consumido for menor que 7' do

2:  Execute ALGENCAN e obtenha uma solucdo xy {aproximada}
3:  Realize o pré-processamento da solucao

4:  Detecte os contatos estabelecidos na solucao

5. for all itens nao-soltos ainda nao fixados do

6: Formule o sistema de equagoes nao-lineares correspondente
7: repeat

8: Aplique o método de Newton usando a solucao rp_1

9: Resolva o novo sistema linear e obtenha um novo zy
10: until o ntumero de iteragoes tenha ultrapassado K
11: Salve a melhor das solugdes obtidas para cada item fixado
12: Restaure as condigoes iniciais do algoritmo como em (5)
13:  end for
14:  Realize o pos-processamento da nova solucao
15:  Compare com a melhor ja obtida e atualize-a
16: end while

=
-3

: return z* {melhor solugao encontrada}

2.7.3 Reescalonamento da solucgao

Para que as respostas dadas pelo método possam ser comparadas as publicadas na literatura, é
preciso garantir que elas ndo desobedecam a qualquer uma das restricoes de sobreposicdo e de
violacdo impostas no modelo. Em outras palavras, deve-se ter certeza de que a configuracao descrita
por elas esteja correta sob o critério do rigor analitico. O cumprimento dessa exigéncia é feito
submetendo a solugdo final encontrada a um reescalonamento.

Tomando-se todos os itens do empacotamento dois a dois, é calculada a distdncia entre seus
centros. Seja ¢ o menor valor encontrado. Claramente, vale que d(c;,c¢;j) > 6 para todo par de itens
distintos (7, j) do empacotamento. Se & > 2r, entdo nenhuma restrigdo de sobreposi¢ao esté sendo
quebrada e, assim, nenhum ajuste quanto a isso se faz necessario. Por outro lado, se § < 2r, é
preciso afastar os itens de modo a conseguir d(c;, ¢;) > 2r, Vi # j. Vejamos:

d(ci,cj) >

[(ci —ei)lly =
Fllei—c)lly = 2r
H%(Ci_Cj)HQ = 2r
[ Fei=Fel, = 2r

Disso, segue que pode ser obtida uma nova disposicao tal que d(c, c;) > 2r, Vi # j, bastando para
isso fazer ¢, = ¢; - 2r/J para todo item .

Resta apenas assegurar o cumprimento das restri¢oes de violagdo, que variam com a forma
do objeto. Para a circular, por exemplo, afere-se a distancia entre o centro de cada item e o do
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objeto. Sendo vy o maior desses valores, é correto afirmar que d(¢;, C') < v para todo item i do
empacotamento. Se v < R — r, entdo nao ha nenhuma restricao de violagdo desrespeitada e mais
nenhuma correcao precisa ser efetuada, ja que d(c¢;, C') < R—r e, conseqiientemente, d(c;, C)+r < R
para todo item i. Contudo, se v > R — r, tem-se que d(c;,C) > R — r para algum 7, sendo preciso
definir para o objeto um novo raio R’ tal que v = R’ — r. De fato:

d(c;,C) < v
d(ci,C) < R/—T
d(c;,C)+r < R, Yi

Ja no caso dos demais formatos de objeto, € preciso computar quatro valores Vesq, Vdirs Vinf» Vsup
definidos como a maior violacdo das bordas esquerda, direita, inferior e superior do objeto, respec-
tivamente. Suas expressoes matematicas sdo dadas por:

Yesg = max{r—ci} (2.28)

Vdir = m?x{cf +r—L} (2.29)

Ying = max{r — ¢} (2.30)
max;{c! +7— L } em quadrados

Toup = { maxi{cz‘y +r—W} nos demais (2.31)

Finalmente, basta transladar os centros dos itens e redimensionar as dimensoes do objeto apro-
priadamente a fim de eliminar quaisquer violagdes de suas bordas.

i = ¢+ Yesq Vi
Em quadrados Vo= 4 g, Vi (2.32)
L = L+ maX{’Yesq + Ydir, Yinf + ’Ysup}a Vi
C% = C% + (’Vesq - ’Ydi'r)/za Vi
Em strips & = &+ Yings Vi (2.33)
W = W+7inf + Ysups Vi
i = €+ Vesq Vi
= 4+ Vi
Em retangulos 4 i inf . 2.34
& L = L + Yesq + Vdirs Vi ( )
W = W+71nf + Ysup; Vi

Uma, dltima ressalva quanto a esse procedimento se faz necesséria — em empacotamentos em
strips, por terem tais objetos a sua dimensao ao longo do eixo z fixada, a translagao definida acima
s6 € capaz de minimizar eventuais violacoes Yesq, Yair, Porém nenhuma operagao desse tipo serd bem
sucedida em eliminé-las completamente.

Realizados esses pequenos ajustes, torna-se possivel comparar as respostas conseguidas pelo
método com as demais ja conhecidas, o que serd feito no proximo capitulo.
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Capitulo 3

Resultados

O método descrito nesta monografia foi implementado na linguagem FORTRAN 77 e o programa
resultante submetido a testes, cujos resultados constam a seguir.

3.1 Experimentos numéricos

Todos os testes foram executados em uma méaquina INTEL CORE 2 QUAD 2,4GHz com 4Gb de
memoria RAM e sistema operacional GNU /LINUX. Além disso, o codigo foi compilado pelo GNU
FORTRAN COMPILER (g77) 3.4.6 com a diretiva -04 de otimizacdo habilitada.

Testaram-se instancias do problema com ntimero de itens variando de 1 a 50. Os valores obti-
dos para o raio de objetos circulares e o lado de objetos quadrados em cada um dos casos foram
comparados a base de dados PACKOMANIA [23] e estao listados nas Tabelas 3.1 e 3.2, respectiva-
mente. Nelas a primeira coluna contém o numero de itens de cada empacotamento, a segunda a
melhor resposta fornecida pelo método implementado, a terceira os valores de referéncia, a quarta
a diferenca entre eles e a quinta o tempo de CPU (em segundos) transcorrido até a obtencao de tal
resposta pelo algoritmo.

Ja os resultados conseguidos para strips e retdngulos ndo puderam ser comparados devido a
falta de dados de referéncia disponiveis para os problemas considerados. Assim, as Tabelas 3.3, 3.4
e 3.5 ndo possuem a terceira e quarta colunas descritas no paragrafo anterior.

3.2 Andlise e comentarios

Primeiramente, é preciso atentar para o fato de que, apesar de os valores de referéncia divulgados
pelo projeto PACKOMANIA para empacotamentos em circulos possuirem até 30 casas decimais, a
precisao das respostas dadas pela implementacdo feita é ndo mais que 1076, Portanto, diferencas
dessa ordem de magnitude entre os dois valores podem ser creditadas apenas a imprecisoes de
representacao de ntmeros pela maquina. Dito isso, é possivel constatar pela Tabela 3.1 que os
valores 6timos conhecidos ja foram constatados para 48 das 50 instancias testadas do problema.
Ainda no que tange & qualidade das solugoes obtidas, ressalta-se que os valores de referéncia
para objetos quadrados foram disponibilizados com apenas 12 casas decimais, o que justifica o fato
de as menores diferencas para esses problemas serem da ordem de 107'2. Da Tabela 3.2, conclui-se
entao que em 40 dos 50 empacotamentos testados o método foi bem sucedido em igualar as melhores
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respostas ja conhecidas, o que se mostra expressivo tendo em vista se tratar de uma nova extensao,
menos aprimorada que a sua anterior (para objetos circulares).

Tais resultados satisfatérios, somados ao fato de que o algoritmo foi capaz de determinar uma
solucao viavel para cada uma das 50 instancias testadas para strips e retangulos (relacionadas nas
Tabelas 3.3, 3.4 e 3.5), sugerem que essas configuracoes estejam também ao menos razoavelmente
proximas das 6timas, quigd idénticas. Como nao h& hoje uma base de dados com a qual se possa
estabelecer uma comparacao confidvel, cabe ao autor deste trabalho divulgar seus resultados com a
esperanga de que, no futuro préximo, possam ser confrontados com novos que surgirem.

19



# de itens Resultado Referéncia Diferenga  Tempo (s)
1 1.0000000000000000  1.0000000000000000  0.0E+00 0.00
2 2.0000000000000000  2.0000000000000000  0.0E+4-00 0.11
3 2.1547005383792515  2.1547005383792515 0.0E+4-00 0.00
4 2.4142135623730949  2.4142135623730949 0.0E+00 0.00
5 2.7013016167040798 2.7013016167040798  0.0E+4-00 0.08
6 3.0000000000000000  3.0000000000000000  0.0E4-00 0.02
7 3.0000000000000000  3.0000000000000000  0.0E+4-00 0.00
8 3.3047648709624866  3.3047648709624866 0.0E+4-00 0.04
9 3.6131259297527532  3.6131259297527532  0.0E+4-00 0.35
10 3.8130256313981246  3.8130256313981246  0.0E+4-00 0.14
11 3.9238044001630872  3.9238044001630872  0.0E+4-00 30.37
12 4.0296019301161836 4.0296019301161836 0.0E+00 16.42
13 4.2360679774997898  4.2360679774997898  0.0E+00 0.91
14 4.3284285548608370  4.3284285548608370 0.0E-+00 9.75
15 4.5213569647061647 4.5213569647061647 0.0E+00 29.16
16 4.6154255948731944  4.6154255948731944  0.0E+00 71.36
17 4.7920337483105797  4.7920337483105788 8.9E-16 6.52
18 4.8637033051562728  4.8637033051562728 0.0E+00 9.70
19 4.8637033051562728  4.8637033051562728 0.0E+00 12.24
20 5.1223207369915293  5.1223207369915285 8.9E-16 9.07
21 5.2523174750102433  5.2523174750102424 8.9E-16 36.09
22 5.4397189590722146  5.4397189590722137 8.9E-16 87.33
23 5.5452042225748590  5.5452042225748581 8.9E-16 140.86
24 5.6516610917654377  5.6516610917654369 8.9E-16 29.83
25 5.7528243308571163  5.7528243308571154 8.9E-16 388.56
26 5.8281765369429506  5.8281765369429497 8.9E-16 42.27
27 5.9063978473941567  5.9063978473941550 1.8E-15 2490.16
28 6.0149380973715152  6.0149380973715125 2.7E-15 14164.40
29 6.1385979039781473  6.1385979039781455 1.8E-15 98.04
30 6.1977410708792275 6.1977410708792258 1.8E-15 270.06
31 6.2915026221291814  6.2915026221291814 0.0E+00 71.60
32 6.4294629709501150  6.4294629709501132 1.8E-15 790.48
33 6.4867381281037089 6.4867031235604333 3.5E-05 14877.17
34 6.6109570900010057  6.6109570900010031  2.7E-15 8803.57
35 6.6971710917902456 6.6971710917902438 1.8E-15 3188.97
36 6.7467537934241761 6.7467537934241752 8.9E-16 258.74
37 6.7587704831436346 6.7587704831436337 8.9E-16 1097.84
38 6.9618869652281514  6.9618869652281488 2.7E-15 639.76
39 7.0578841626240081 7.0578841626240045 3.6E-15 246.10
40 7.1238464359431282  7.1238464359431246 3.6E-15 273.35
41 7.2600123286770479  7.2600123286770462 1.8E-15 638.11
42 7.3469494647914715  7.3467964069427687 1.5E-04 5295.15
43 7.4199448563412131  7.4199448563412114 1.8E-15 3615.91
44 7.4980366829952523  7.4980366829952487  3.6E-15 1326.19
45 7.5729123263675255  7.5729123263675211 4.4E-15 3176.21
46 7.6501799146936715 7.6501799146936680 3.6E-15 845.46
47 7.7241700525980201  7.7241700525980184 1.8E-15 2433.36
48 7.7912714305586714  7.7912714305586679 3.6E-15 12876.93
49 7.8868709588028691  7.8868709588028647 4.4E-15 14088.66
50 7.9475152747835143  7.9475152747835107 3.6E-15 1575.35
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# de itens Resultado Referéncia Diferenga  Tempo (s)
1 2.0000000000000000  2.00000000000  0.0E4-00 0.00
2 3.4142135623730949  3.41421356237 -5.3E-12 0.00
3 3.9318516525781364 3.93185165258 -3.9E-12 0.02
4 4.0000000000000000  4.00000000000  0.0E+00 0.00
5 4.8284271247461898  4.82842712473  1.1E-11 0.01
6 5.3282011773513762  5.32820117736 -1.4E-11 0.48
7 5.7320508075688776  5.73205080756 -3.1E-13 9.42
8 5.8637033051562746  5.86370330515 -1.9E-12 4.78
9 6.0000000000000000  6.00000000000  1.2E-11 0.64
10 6.7474415232381135 6.74744152324 -1.0E-11 40.27
11 7.0225095034303822  7.02250950342  9.8E-12 477.26
12 7.1449575542752672  7.14495755429 -2.2E-11 124.70
13 7.4631768820241113 7.46304782885  1.3E-04 2.97
14 7.7320508075688776  7.73205080757 -2.0E-12 71.94
15 7.8637033051562764 7.86370330516 -7.7E-12 133.07
16 8.0000000000000000  8.00000000000  0.0E+00 0.00
17 8.5326603474980978  8.53266034749  3.7E-12 846.87
18 8.6564023547027524  8.65640235470  3.9E-14 13.03
19 8.9074609393260822 8.90746093932  3.0E-13 6.22
20 8.9780833528217379 8.97808335286 -3.9E-11 8.60
21 9.3580199588727595 9.35801995887 -5.6E-12 1135.21
22 9.4639295431339381 9.46384509097  8.4E-05 12.86
23 9.7274066103125492  9.72740661029  2.0E-11 4330.55
24 9.8637033051562764 9.86370330511  3.8E-11 220.21
25 10.0000000000000000  10.0000000000  0.0E4-00 0.81
26 10.3774982039134311  10.3774982039  1.2E-11 275.04
27 10.4799830400508842  10.4799830400  7.0E-12 915.63
28 10.6754536943453164 10.6754536943  2.4E-11 80.03
29 10.8151200175936939  10.8151200176 -3.6E-11 21.71
30 10.9085683308339956  10.9085683308  1.4E-12 28.68
31 11.1934033520469818  11.1934033520 -2.9E-11 205.91
32 11.3819824265232441  11.3819824264  2.7E-11 782.35
33 11.4641016151377571  11.4639440323  1.6E-04 113.58
34 11.7274066103125492  11.7274066102  6.5E-11 6109.47
35 11.8637033051562764 11.8637033052 -5.0E-11 1705.13
36 12.0000000000000000  12.0000000000 -4.8E-11 28.08
37 12.1818588307319349  12.1817863967  7.2E-05 6274.72
38 12.2389635913615287 12.2384376438  5.3E-04 6541.01
39 12.2899151085505363  12.2899151085  3.9E-12 117.32
40 12.6283749264972833  12.6283749265 -4.5E-11 2133.86
41 12.7469384531873349  12.7469384531  1.3E-11 104.11
42 12.8532221454500828 12.8532221454 -2.7E-11 69.30
43 13.0994720835212828  13.0993251411  1.5E-04 1970.51
44 13.1958689906919524  13.1957481262  1.2E-04 12415.98
45 13.3819824265232494  13.3819824265  2.6E-12 83.15
46 13.4641016151377588  13.4639878881  1.1E-04 146.45
47 13.6775877082279198 13.6774298825  1.6E-04 4509.99
48 13.8059970535441447  13.8059970536 -9.5E-11 1713.92
49 13.9484250865937067 13.9484250865  7.3E-11 3746.27
50 14.0124815721935363  14.0100949163  2.4E-03 14263.90

Tabela 3.2: Resultados de empacotamentos em quadrados
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# de itens Resultado Tempo (s)
1 2.0000000000000000 0.00
2 1.9999999999999998 0.03
3 1.9999999999999998 0.03
4 1.9999999999999998 0.04
) 2.6959705453537524 0.02
6 3.3228756555322954 0.00
7 3.5612494995995996 0.00
8 3.6887986310766987 0.07
9 3.9996673748986948 9.20
10 4.6959705453537524 0.04
11 5.1224989991991992 0.05
12 5.3775972621533974 2.66
13 5.8538814987957917 824.89
14 5.9993347497973915 1102.88
15 6.6959705453537559 0.02
16 7.0663958932300979 9.33
17 7.4525364626094142 7.86
18 7.8539155052528402 696.39
19 7.9996778073991033 2518.06
20 8.6959705453537559 41.24
21 9.1732901304367189 3111.61
22 9.4524415753023714 31.15
23 9.8537288511462791 2460.95
24 9.9993623469257145 155.29
25 10.6959705453537577 0.67
26 11.1733168632638993 2774.49
27 11.4522265853969447 4575.57
28 11.8539308197359858 95.07
29 11.9993600450532973 827.04
30 12.6959705453537595 1.34
31 13.1733140058769500 6671.62
32 13.4519215824209422 6682.79
33 13.8515722749965562 629.29
34 13.9993894685688876 2800.31
35 14.6959705453537612 8.38
36 15.1731171516082881 5425.17
37 15.4520220872811613 1510.42
38 15.8330122294352655 564.42
39 15.9999999998085887 1005.56
40 16.6959705453537595 14.85
41 17.1729034249762442 6251.27
42 17.4516358985406050 2438.89
43 17.8140606308452512 2584.16
44 17.9999999989393835 4689.29
45 18.6959705453537630 3.68
46 19.1726994816344884 1478.88
47 19.4518461649909042 4186.35
48 19.7495596428938782 6529.85
49 19.9993724839986804 3455.25
50 20.6959705453537630 4.99

Tabela 3.3: Resultados de empacotamentos em strips (L
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# de itens Dimensao L Dimensao W LxW Tempo (s)
1 2.0000000000000000  2.0000000000000000 4.0000000000000000 0.00
2 4.0000000000000000  2.0000000000000000 8.0000000000000000 0.00
3 6.0000000000000000  2.0000000000000000  12.0000000000000000 0.00
4 8.0000000000000000  2.0000000000000000 16.0000000000000000 0.00
) 10.0000000000000000  2.0000000000000000  20.0000000000000000 0.00
6 4.0000000000000000  6.0000000000000000  24.0000000000000000 0.32
7 2.0000000000000000  14.0000000000000000  28.0000000000000000 0.65
8 8.0000000000000000  4.0000000000000000  32.0000000000000000 1.46
9 6.0000000000000000  6.0000000000000000  36.0000000000000000 0.01
10 10.0000000000000000  4.0000000000000000  40.0000000000000000 0.00
11 8.0000000000000018  5.4641016151377553  43.7128129211020493 11.27
12 8.0000000000000000  6.0000000000000000  48.0000000000000000 4.29
13 26.0000000000000000  2.0000000000000000  52.0000000000000000 7.31
14 5.4641016151377553  10.0000000000000018  54.6410161513775634 12.65
15 3.7320508075688776  16.0000000000000036  59.7128129211020564 8.66
16 3.7320508075688776  17.0000000000000036  63.4448637286709314 16.36
17 5.4641016151377553  12.0000000000000018  65.5692193816530704 30.05
18 3.7320508075688776  19.0000000000000036  70.9089653438086884 60.81
19 7.4641016151377562  10.0000000000000018  74.6410161513775705 8.63
20 14.0000000000000036  5.4641016151377553  76.4974226119285987 0.01
21 15.0000000000000036  5.4641016151377553  81.9615242270663487 0.02
22 3.7320508075688776  23.0000000000000036  85.8371685740842025 26.53
23 5.4641016151377553  16.0000000000000036  87.4256258422040986 8.04
24 5.4641016151377553  17.0000000000000036  92.8897274573418628 35.05
25 3.7320508075688776  26.0000000000000071  97.0333209967908488 23.42
26 5.4641016151377553  18.0000000000000036  98.3538290724796127 114.74
27 5.4641016151377553  19.0000000000000036  103.8179306876173627 10.31
28 12.0000000000000036  8.9282032302755123 107.1384387633061834 80.62
29 20.0000000000000036  5.4641016151377553  109.2820323027551268 78.87
30 5.4641016151377553  21.0000000000000036  114.7461339178928768 9.93
31 3.7320508075688776  32.0000000000000071  119.4256258422041128 83.87
32 5.4641016151377553  22.0000000000000036  120.2102355330306409 176.68
33 14.0000000000000053  8.9282032302755123  124.9948452238572258 1672.70
34 7.1961524227066338  18.0000000000000036  129.5307436087194333 142.33
35 24.0000000000000036  5.4641016151377553  131.1384387633061408 53.69
36 25.0000000000000071 5.4641016151377553  136.6025403784439334 186.64
37 5.4641016151377553  25.8612097182042078  141.3082777906558363 2355.32
38 26.0000000000000071 5.4641016151377553 142.0666419935816691 38.70
39 27.0000000000000071  5.4641016151377553  147.5307436087194333 301.38
40 7.1961524227066338  21.0000000000000036  151.1192008768393293 329.70
41 5.4641016151377553  28.0000000000000071  152.9948452238571974 233.12
42 22.0000000000000036 7.1961524227066338 158.3153532995459614 289.37
43 18.0000000000000071 8.9282032302755123 160.7076581449592823 406.87
44 5.4641016151377553  30.0000000000000071  163.9230484541326973 1444.90
45 5.4641016151377553  31.0000000000000071  169.3871500692704615 507.19
46 7.1961524227066338  24.0000000000000036  172.7076581449592254 490.41
47 5.4641016151377553  32.0000000000000071  174.8512516844081972 515.30
48 20.0000000000000071 8.9282032302755123 178.5640646055103105 2965.15
49 5.4641016151377553  33.8612097182042078  185.0210907117578643 5050.76
50 5.4641016151377553  34.0000000000000071  185.7794549146837255 82.93

Tabela 3.4: Resultados de empacotamentos em retangulos (min. L x W)
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# de itens Dimensao L Dimensao W L+W Tempo (s)
1 2.0000000000000000  2.0000000000000000  4.0000000000000000 0.00
2 4.0000000000000000  2.0000000000000000  6.0000000000000000 0.00
3 3.7320508075688776  4.0000000000000000  7.7320508075688776 0.00
4 4.0000000000000000  4.0000000000000000  8.0000000000000000 0.17
) 4.0000000000000000  5.4641016151377544  9.4641016151377535 0.23
6 4.0000000000000000  6.0000000000000000  10.0000000000000000 0.32
7 5.8612097182041998  5.4641016151377553 11.3253113333419542 1.06
8 5.4641016151377553  6.0000000000000009  11.4641016151377571 1.50
9 6.0000000000000000  6.0000000000000000  12.0000000000000000 0.00
10 7.1961524227066338  6.0000000000000009  13.1961524227066356 44.19
11 6.0000000000000009 7.4641016151377562 13.4641016151377571 3.71
12 6.0000000000000000  8.0000000000000000  14.0000000000000000 5.46
13 7.4626564857803901  7.4632672693142670 14.9259237550946580 1926.49
14 7.1961524227066338  8.0000000000000018  15.1961524227066356 41.85
15 8.0000000000000018 7.4641016151377562 15.4641016151377571 15.53
16 8.0000000000000000  8.0000000000000000  16.0000000000000000 26.07
17 8.9282032302755123 7.9427193491449888  16.8709225794205011 731.28
18 8.0000000000000036  8.9282032302755123  16.9282032302755141 288.89
19 7.4641016151377562  10.0000000000000018  17.4641016151377571 8.11
20 8.9282032302755123  9.0000000000000036  17.9282032302755141 539.07
21 9.4337452285295686  9.2209018981307658  18.6546471266603362 112.60
22 9.9427193491449888  8.9282032302755123  18.8709225794205011 982.69
23 8.9282032302755123  10.0000000000000036  18.9282032302755141 401.12
24 9.4641016151377553  10.0000000000000000  19.4641016151377571 87.86
25 11.0000000000000036  8.9282032302755123  19.9282032302755141 213.09
26 10.6602540378443891 9.9427193491449888  20.6029733869893761 3543.59
27 10.6602540378443891  10.0000000000000036  20.6602540378443926 89.14
28 12.0000000000000036  8.9282032302755123  20.9282032302755141 74.64
29 9.4641016151377571  12.0000000000000018  21.4641016151377571 23.65
30 10.6602540378443891  11.0000000000000036  21.6602540378443926 416.69
31 10.9282032302755141  11.4265717909344140 22.3547750212099281 2152.24
32 11.9427193491449870 10.6602540378443891  22.6029733869893761 1442.84
33 12.0000000000000036  10.6602540378443891  22.6602540378443926 216.60
34 10.9282032302755123  12.0000000000000036  22.9282032302755141 739.16
35 12.3923048454132676  11.0000000000000036  23.3923048454132712 136.00
36 10.6602540378443891  13.0000000000000071  23.6602540378443962 84.79
37 12.3923048454132676 11.8612097182042024 24.2535145636174718 7134.12
38 11.9841557353269081  12.3924132707237522  24.3765690060506586 2887.87
39 12.3923048454132676  12.0000000000000036  24.3923048454132712 3357.04
40 12.9282032302755123  12.0000000000000036  24.9282032302755141 156.03
41 12.3923255275586577  12.9454336393696003  25.3377591669282580 1188.44
42 12.3923048454132676  13.0000000000000071  25.3923048454132747 1661.79
43 13.6029140930960750  12.3923268915991969 25.9952409846952719 1037.94
44 14.3131610181206010 12.0000246095545560  26.3131856276751570 7067.18
45 13.9841229965638760 12.3923048454132676  26.3764278419771436 1034.79
46 14.0000000000000071  12.6602540378443891  26.6602540378443962 1859.56
47 14.0000000000000071  12.9282032302755123  26.9282032302755212 1295.91
48 13.0000000000000071  14.1243556529821479  27.1243556529821532 1705.95
49 12.3923048454132676  15.0000000000000071  27.3923048454132747 7192.26
50 12.3923048454132712  15.6028097181778964 27.9951145635911658 6074.76

Tabela 3.5: Resultados de empacotamentos em retangulos (min. L + W)
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Capitulo 4

Conclusao

O presente trabalho foi desenvolvido conforme proposto em seu plano inicial, ainda que nem todas as
extensoes possiveis tenham sido implementadas. Os resultados esperados foram de fato alcangados
e, sob certos aspectos, até mesmo superados. O método elaborado e a sua correspondente imple-
mentacao encerram em si diversos conceitos importantes, tanto tedricos quanto praticos, podendo
servir de insumo a estudos posteriores.

Dentre suas contribuigoes esté o significativo aperfeigopamento do método oriundo de [10], nao
apenas quanto a qualidade das solugoes providas, mas também quanto ao custo computacional
de obté-las. Ademais, proporcionou inestimével aprendizado de teoria da Otimizacado, além de
experiéncia em um dos mais respeitaveis ambientes de pesquisa académica nesse campo.

Tanto a versao mais atualizada da implementacao realizada do método quanto os melhores re-
sultados conseguidos por meio dela encontram-se em http://www.linux.ime.usp.br/~jgmarcel/
mac499/sources. As representaces graficas correspondentes as solucoes dadas nas tabelas do ca-
pitulo anterior, por sua vez, estdo reunidas no Apéndice A. Nelas, as linhas tracejadas denotam
os contatos estabelecidos. Por fim, deve-se ressaltar que, por meras questoes tipograficas, a escala
entre tais figuras ndo pode ser preservada, ao contrario do que acontece com suas versoes originais
disponibilizadas no endereco supracitado.
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Apéndice A

Imagens produzidas

A.1 Objeto circular

Figura A.1: Representagoes de empacotamentos de 1 a 10 itens
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Figura A.2: Representacoes de empacotamentos de 11 a 30 itens
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Figura A.3: Representacoes de empacotamentos de 31 a 50 itens
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A.2 Objeto quadrado

Figura A.4: Representagoes de empacotamentos de 1 a 12 itens
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Figura A.5: Representacoes de empacotamentos de 13 a 30 itens
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Figura A.6: Representacoes de empacotamentos de 31 a 50 itens
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A.3 Objeto em strip

Figura A.7: Representagoes de empacotamentos de 1 a 21 itens
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Figura A.8: Representacoes de empacotamentos de 22 a 33 itens
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Figura A.9: Representacoes de empacotamentos de 34 a 42 itens
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Figura A.10: Representagoes de empacotamentos de 43 a 50 itens
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A.4 Objeto retangular

A.4.1 Minimizagao de area

(14) (15) (16) (17) (18)

Figura A.11: Representacées de empacotamentos de 1 a 19 itens
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Figura A.12: Representagdes de empacotamentos de 20 a 50 itens
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A.4.2 Minimizagao de perimetro

Figura A.13: Representacoes de empacotamentos de 1 a 9 itens
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Figura A.14: Representagdes de empacotamentos de 10 a 21 itens
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Figura A.15: Representagoes de empacotamentos de 22 a 34 itens
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Figura A.16: Representagoes de empacotamentos de 35 a 50 itens
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Parte 11

Parte subjetiva
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4.5 A Iniciacao Cientifica

Mesmo ja nutrindo anteriormente ao meu ingresso no bacharelado em Ciéncia da Computacao um
grande interesse pela pesquisa académica, nao tinha planos de me lancar em um programa de
Iniciacdo Cientifica antes do quarto ano de curso, por considerar esse 0 momento ideal para um
projeto de maior complexidade. Felizmente, porém, apds ter tido uma excelente experiéncia na
disciplina METODOS NUMERICOS DA ALGEBRA LINEAR (MAC0300) no quarto semestre, recebi
do professor Ernesto G. Birgin a proposta de iniciar um trabalho de IC ja no terceiro ano, a qual
nao hesitei em aceitar.

Muitas foram as vantagens de tal antecipacao, todas decorrentes da maior disponibilidade de
tempo. Durante os primeiros semestres, foi possivel explorar o problema a ser tratado (tema desta
monografia) em detalhes, além de estudar cuidadosamente os trabalhos ja desenvolvidos e as fer-
ramentas teoricas por eles empregadas. Foi nesse periodo também em que aprendi a linguagem de
programacdo FORTRAN 77, estranha & maior parte dos alunos do curso, mas extremamente valiosa
a area da programacao matematica. Inerente a esse aprendizado estd ainda a familiarizagado com o
meio académico, como a rotina de um pesquisador, o processo de redacdo e publicagao de artigos, a
transmissao do conhecimento adquirido, a producao de cédigo robusto e bem documentado, entre
outras faculdades que nao poderiam ser de outro modo adquiridas.

Outra preciosa experiéncia foi a participagao nos Seminérios de Otimizacao Continua, organizado
pelo respectivo grupo semanalmente no Instituto. Além de assistir a quase todos, fui motivado
pelo meu orientador a também preparar e apresentar um, o que se mostrou tao desafiador quanto
enriquecedor. Ainda por incentivo do professor Ernesto, desenvolvi uma interface em PYTHON
para o método ALGENCAN, hoje disponivel ji em sua segunda versao na pagina do projeto
TANGO [5], o que ndo 86 me levou ao aprendizado de mais uma moderna e poderosa linguagem
de programagdo, mas principalmente me proporcionou profundo contato com um dos mais so6lidos
algoritmos de otimizagdo da atualidade. Tal realizagdo foi especialmente satisfatéria pelo impacto
que surtiu na divulgacao e popularizagdo de ALGENCAN, tendo recebido crescente atencao e
apreciacao por parte da comunidade cientifica mundial.

4.6 Interacao com o orientador

O contato entre meu orientador e mim se dava semanal e pessoalmente, o que facilitou bastante
o andamento do projeto e muito contribuiu para minha percepcao de responsabilidade. Quando o
procurei, sempre esteve disposto a me dedicar muitos minutos de sua atencdo, uma pratica que,
tendo em vista todas as suas atribuicoes, é verdadeiramente admiravel.

Além de sua dedicagdo & Iniciagdo Cientifica, também foi sempre muito atencioso quanto a
minha graduacao, sugerindo disciplinas optativas e aconselhando-me nos mais diversos aspectos.
Demonstrou ainda preocupagao com meu futuro académico, trabalhando para que eu conseguisse
uma bolsa da FAPESP ja tendo em vista a facilitacao de concessao de apoio financeiro durante o
mestrado.

Contudo, uma de suas maiores contribuicées a minha vida académica tem sido dada de forma
inconsciente, que é a provisdo de um modelo no qual tenho procurado me pautar e inspirar.
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4.7 Aspectos do curso mais relevantes

E inegavel a maior importancia de algumas disciplinas que outras & minha formagdo. Dentre as que
merecem destaque estdo (em nenhuma ordem em particular):

e PRINCIPIOS DE DESENVOLVIMENTO DE ALGORITMOS (MAC0122), pela transmissao de tan-
tos principios fundamentais ao raciocinio algoritmico;

e ESTRUTURAS DE DaDOs (MACO0323), pelo aprendizado da representagdo e manipulacdo
computacional de objetos abstratos;

e LABORATORIO DE PROGRAMAGAO I (MACO0211), pelo ensino de ferramentas tdo tteis no
dia a dia de qualquer cientista da computacao, bem como pelo desenvolvimento do primeiro
projeto de maior porte do curso;

e METODOS NUMERICOS DA ALGEBRA LINEAR (MAC0300), pela visdo e o tratamento com-
putacional de importantes conceitos da Algebra Linear;

e ALGORITMOS EM GRAFOS (MAC0328), pelo estudo de um dos entes matematicos de maior
aplicabilidade na resolucao de problemas pela Ciéncia da Computacao;

e ANALISE DE ALGORITMOS (MAC0338), pelo aprofundamento no estudo de problemas recor-
rentes em Computacao e métodos eficientes de resolvé-los, além do ferramental mateméatico
necessario a formalizacao de tal eficiéncia;

e OTIMIZAGAO COMBINATORIA (MACO0325), pela consolidacdo da teoria aprendida deficien-
temente por mim em PROGRAMACAO LINEAR,;

o ALGEBRA I PARA COMPUTAGAO (MATO0138), pela apresentacio a mecanismos de raciocinio,
demonstracdes e estruturas matemaéticas presentes nos mais diversos campos de estudo da
Ciéncia da Computacao.

Seria injusto, entretanto, creditar a importancia de tais disciplinas apenas & ementa abordada
por cada uma delas. A maior parte do mérito, a meu ver, pertence aos docentes que as leciona-
ram com maestria, respectivamente Nami Kobayashi, Carlos Eduardo Ferreira, Roberto Hirata Jr.,
Ernesto Julidn Goldberg Birgin, Paulo Feofiloff, Yoshiharu Kohayakawa, Yoshiko Wakabayashi e
Vitor de Oliveira Ferreira. Mais que professores, esses educadores ndo se limitaram & transmissao
do contetdo, mas também influenciaram de forma decisiva a formagao académica e pessoal daqueles
que souberam aproveitar o privilégio de ser seus alunos. Felizmente, posso me considerar um desses.

4.8 Passos futuros de aprofundamento na area

Tendo sido brindado com uma proveitosissima experiéncia na area de Otimizacao Continua durante
minha Iniciacao Cientifica, planejo agora dar prosseguimento a esse estudo por meio de um programa
de mestrado, no proprio IME e sob orientacao do mesmo professor, ja no proximo ano. Dentre todas
as abordagens possiveis nessa extensa drea de pesquisa, pretendo seguir um viés mais algoritmico
que teorico, simplesmente por uma questao de preferéncia.

Apos alcangar o grau de mestre, cogito a possibilidade de trabalhar pelo de doutor.
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