
Sistemas de equações não-lineares eproblemas de empa
otamentoAluno: Jan Mar
el Paiva GentilOrientador: Ernesto G. BirginResumoA 
lasse de problemas em estudo é a de empa
otamento de itens
ir
ulares, que 
onsiste em en
ontrar uma disposição de um número�xo deles que minimize as dimensões do objeto que os 
ontém. Se-rão 
onsiderados objetos 
ir
ulares, quadrados e triangulares, além deversões tridimensionais de empa
otamento. O objetivo do projeto é,a partir de resultados obtidos por métodos de Otimização Contínuaempregados em trabalhos anteriores, en
ontrar soluções mais pre
isaspara tais problemas. Para isso, é proposta uma estratégia baseada naformulação de sistemas de equações não-lineares e a sua solução a par-tir do método de Newton-Raphson.Palavras-
have: Empa
otamento, sistemas de equações não-lineares,programação não-linear.1 IntroduçãoProblemas de empa
otamento o
orrem naturalmente em diversas situaçõesda vida 
otidiana, da disposição de produtos em uma embalagem ao 
arre-gamento de 
aixas em um 
aminhão. Por esse motivo, algoritmos 
apazesde resolvê-los e�
ientemente há muito despertam grande interesse não sómatemáti
o, mas também e
on�mi
o.Já foi provado, porém, que a bus
a por uma solução ótima global paraum empa
otamento é um problema NP-
ompleto, o que a torna muito 
us-tosa em termos de tempo de pro
essamento. Sendo assim, 
omumente sãoempregados métodos heurísti
os, que apesar de serem, em sua maioria, ra-zoavelmente rápidos, não garantem 
onvergir a minimizadores globais. Den-tre eles, interessam a este trabalho os que utilizam modelos não-lineares doproblema, que podem ser então resolvidos por algoritmos de programaçãonão-linear.Todas as estratégias baseadas em modelos não-lineares já 
onhe
idas têmum ponto em 
omum: 
onstituem métodos iterativos, de 
onvergên
ia linear,1



que geram uma seqüên
ia in�nita de pontos, a 
ujo 
onjunto de pontos dea
umulação, no melhor dos 
asos, perten
e a solução bus
ada. Assim, napráti
a, faz-se ne
essária a utilização de um 
ritério de parada 
apaz de medira proximididade à resposta desejada. Mais ainda, os algoritmos empregadosgarantem 
onvergir a minimizadores lo
ais, mas não a minimizadores globais.2 Resumo da monogra�a a ser desenvolvidaNeste trabalho, a variante estudada dentre todas as apresentadas para pro-blemas de empa
otamento será a que bus
a minimizar as dimensões de umobjeto que 
omporte em seu interior um dado número de itens 
ir
ularesidênti
os, sem que haja sobreposições. Dessa formulação obtém-se natural-mente o seguinte modelo não-linear:Minimizar as dimensões do objetosujeito a 
omportar os itens sem sobreposiçõesParte das restrições asso
iadas a essa modelagem 
uidam da não-violaçãodos limites do objeto e, portanto, dependem diretamente da sua forma. Paraa 
ir
ular, por exemplo, é deduzido o seguinte 
onjunto de desigualdades:
d(C, ci) + r ≤ R (1)

∀ i = 1, . . . ,Nsendo: R o raio do objeto
r o raio dos itens
C o 
entro do objeto
ci o 
entro do item i

N o número de itens
d a distân
ia eu
lidianaO restante das restrições 
on
ernem a proibição de sobreposições entreos itens 
onsiderados e, por serem esses de�nidos 
omo 
ir
ulares ao longode todo o estudo a ser desenvolvido, serão sempre es
ritas 
omo:

d(ci, cj) ≥ 2r (2)
∀ i < jNão é difí
il 
ompreender que, em uma 
on�guração ótima, muitos dositens envolvidos são postos em 
ontato entre si ou 
om as bordas do objeto, o2



que torna ativas muitas dessas restrições. Assim, se 
onhe
idas de antemãoessas que a
abariam por ser satisfeitas 
om igualdade, é então possível es
re-ver um sistema de equações não-lineares 
uja solução 
onstitui uma respostapara o problema de empa
otamento estudado. Dessa forma, pode-se obteruma solução de pre
isão ainda maior que a da forne
ida pelos métodos deotimização.Cabe ainda desta
ar que o número de restrições ativas na solução (quenada mais é que o número de 
ontatos entre os itens somado ao número deitens que to
am as bordas do objeto) perten
e a O(N), enquanto o númerototal de restrições do modelo de programação não-linear é N(N − 1)/2 + N .Alguns desa�os podem surgir na dete
ção das restrições ativas na solu-ção. É sabido, por exemplo, que há instân
ias do problema 
uja soluçãoótima apresenta itens que ��utuam� (Figura 1). Nesse 
aso, �
a 
laro quea resolução do sistema de equações não-lineares relativo às restrições ati-vas não forne
erá uma solução apropriada, gerando um 
enário que deveráser tratado espe
ialmente pelo método que se pretende desenvolver nesseprojeto.

Figura 1: item 
om liberdade de movimento no objetoUma vez 
onstruído 
orretamente o sistema de equações não-lineares,prossegue-se à sua resolução, o que será feito pelo método de Newton [22℄.3



Um in
onveniente que pode se imp�r à resolução do sistema não-linear éa existên
ia de não apenas uma, mas sim de uma �vizinhança� de soluçõesótimas. É fá
il ver que, mesmo não havendo itens �utuantes, é possível, apartir de uma 
on�guração ótima, obter-se outra distinta apenas pela rotaçãode todo o 
onjunto no interior do objeto (Figura 2). Essa questão podeatrapalhar a exe
ução do algoritmo e também está sendo 
onsiderada durantesua elaboração.

Figura 2: duas 
on�gurações ótimas distintas para 3 itens3 ObjetivosCom a implementação das idéias aqui des
ritas em uma rotina 
omputa
i-onal 
apaz de operar sobre dados forne
idos por té
ni
as de programaçãonão-linear já disponíveis, espera-se obter para os problemas de empa
ota-mento abordados respostas de grande a
urá
ia e 
om signi�
ativa reduçãonos 
ustos de pro
essamento. Mais pre
isamente, planeja-se trabalhar sobreas soluções dadas pelo método apresentado em [21℄ para os 
asos de empa
o-tamento em 
ír
ulos, quadrados e triângulos (esse último para até 15 itens),que se aproximam das soluções ótimas publi
adas em [18℄ 
om pre
isão de
10−6, aquém do desejado pelos autores do trabalho. O objetivo será o de,a partir delas, não só igualar os melhores resultados 
onhe
idos atualmente,bem 
omo 
on
luir novos para os 
asos ainda não divulgados na literatura.4



4 Atividades já realizadasO trabalho foi ini
iado pelo estudo da bibliogra�a bási
a de empa
otamentoe dos trabalhos [21℄ e [17℄, a
ompanhado pelo entendimento e análise dasté
ni
as 
lássi
as de resolução de sistemas não-lineares (prin
ipalmente [22℄).Foi implementado então o algoritmo proposto, restrito por enquanto ape-nas ao 
aso de objetos 
ir
ulares. O programa resultante foi daí submetidoa testes numéri
os, 
ujos resultados têm se mostrado bastante promissores.5 Cronograma de atividades
• Julho: estudo e apli
ação de té
ni
as de aprimoramento do algoritmodesenvolvido, de forma a obterem-se respostas mais pre
isas.
• Agosto a novembro: extensão do método a outros tipos de objetos(quadrados, retângulos, strips e triângulos) e, se o tempo permitir, aformulações tridimensionais do problema.
• Novembro: redação da monogra�a, 
onfe
ção do p�ster e preparaçãoda apresentação do trabalho.6 Estrutura esperada da monogra�aA monogra�a produzida 
omo parte das atividades da dis
iplina 
onsistiráem duas partes, sendo a primeira té
ni
a e a segunda de 
unho mais subje-tivo. A estrutura planejada para ambas é a seguinte:
• Parte té
ni
a� Introdução:

∗ Abordagens prévias
∗ Motivação e objetivos� Metodologia:
∗ Modelo não-linear
∗ Abordagem proposta
∗ Dete
ção das restrições ativas
∗ Formulação do sistema
∗ Resolução do sistema
∗ Obstá
ulos en
ontrados5



� Con
lusão:
∗ Resultados obtidos
∗ Trabalhos futuros (se houver)� Bibliogra�a

• Parte subjetiva� Desa�os e frustrações� Dis
iplinas mais relevantes� Apli
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