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Resumo

Lucas Carvalho Daher. Sobre a Conjectura dos Jogos Unicos. Monografia (Bacharelado).

Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo, 2019.

O texto apresenta uma introducio a Conjectura dos Jogos Unicos e suas aplicacdes na area
de limites de inaproximabilidade. Especificamente, é apresentada uma prova de que para o
problema do corte maximo o algoritmo de Goemans-Williamson é 6timo caso a conjectura
seja verdadeira. Além disso, outros temas necessarios para a compreensao do assunto séo
apresentados. O objetivo é que o trabalho seja auto contido, ou perto disso, para um aluno de
graduacéo. Ou seja, com os conhecimentos que ele ja possui e os apresentados aqui, ele deve

compreender o texto todo pesquisando minimamente em outras fontes.

Palavras-chave: Unique Games Conjecture. Max Cut.






Abstract

Lucas Carvalho Daher. About the Unique Games Conjecture. Capstone Project Report
(Bachelor). Institute of Mathematics and Statistics, University of Sdo Paulo, Sdo Paulo, 2019.

This work presents an introduction to the Unique Games Conjecture and some of its applica-
tions in the field of inapproximability bounds. The main focus is presenting proof that the
Goemans-Williamson algorithm is optimal for the MaxCut problem if the conjecture is true.
We also present other topics necessary to understand the main result, aiming to make this

work as self-contained as possible for an undergrad student.

Keywords: Unique Games Conjecture. Max Cut.
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Capitulo 1

Preliminares

Aqui definimos alguns problemas citados ao longo do texto com os quais alguns leitores

talvez ndo estejam familiarizados:

CorTE MAxiMo (MaxCut): Dado um grafo G = (V, E), encontrar um corte Maximo, ou
seja, encontrar um conjunto S ¢ V tal que o nA°mero de arestas com um extremo em
S e outro em seu complemento seja Maximo. (A versdo com pesos nas arestas, procura

um corte de peso Maximo.)

COBERTURA MiINIMA (MINCovV): Dado um grafo G = (V,E), encontrar uma cobertura
Minima de vértices, ou seja, um conjunto W c V de cardinalidade Minima tal que toda

aresta de G tenha pelo menos um extremo em W.

Max2SAT (MAax2SAT): Dada uma férmula booleana na forma normal conjuntiva,
na qual cada clausula contém no Maximo dois literais, encontrar uma valoragdo

(Verdadeiro/Falso) para as variaveis que satisfaca o maior niamero de clausulas.

SuBGRAFO AcicLico MAximo (MaxAcyctric): Dado um grafo G = (V, E), com pesos
nas arestas, encontrar em G um subgrafo aciclico cujas arestas tenham um peso total

Maximo.







Capitulo 2

Introducao

O objetivo desse trabalho é introduzir o leitor a um dos maiores avancos recentes
sobre razdo de inaproximabilidade de varios problemas de otimiza¢do combinatoria. Trata-
se da Unique Games Conjecture (UGC), que possibilita provar resultados fortes de

inaproximabilidade, sob a hipotese de que a conjectura é verdadeira.

Este texto se destina a alunos no final da graduacéo ou na pés-graduacdo que tenham
alguma base em teoria da computacdo, mas ndo dos topicos aqui apresentados. Conheci-
mentos sobre os assuntos apresentados nas disciplinas MAC0450 ou MAC5727 (algoritmos
de aproximacdo) ou equivalente sdo recomendados. Ao leitor ndo familiarizado com esse

assunto, indicamos o texto CARVALHO et al., 2001.

A UGC, proposta em KuHoT, 2002, gerou resultados muito fortes de inaproximabilidade
para varios problemas classicos de otimiza¢do combinatodria (alguns definidos logo abaixo).
Dentre esses, mencionamos alguns exemplos notoérios. Para todos esses problemas, a
melhor razio de aproximagdo conhecida coincide com o limiar obtido via a UGC, que

mencionamos a seguir.

« Razdo de inaproximabilidade do problema do CorTE MAxiMmo ( MaxCuT) pode ser
ayc — €, provado por Kuot, KINDLER et al., 2007. O algoritmo com a melhor razio

de aproximacéo conhecida, @y, foi obtido por GoEMANS e WILLIAMSON, 1995.

« razdo de inaproximabilidade do problema CoBERTURA MiNiMA (MiNCov) pode
ser 2 — €, provado por KHoT e REGEV, 2008. O algoritmo com a melhor razao de

aproximacao conhecida, 2, foi obtido por BAR-YEHUDA e EVEN, 1981.

« razdo de inaproximabilidade do problema MaxX2SAT pode ser «;; — €, provado por
AUSTRIN, 2007. O algoritmo com a melhor razdo de aproximacao que se conhece,

a1z, foi obtido por LEwIN et al., 2002.
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« razdo de inaproximabilidade do problema do SuBGrRAFO Acicrico MAxXxIMO
(MaxAcyctric) pode ser 2 - €, provado por GURUSWAMI et al., 2008. A melhor

razdo de aproximacdo conhecida é 2 (resultado trivial).

Note o uso de pode ser, pois se trata de uma conjectura e se ela for provada ser falsa,
esses resultados de inaproximabilidade nao valem. (Claramente, se for provado que P = NP,

esses resultados se tornam irrelevantes.)

2.1 O problema do Corte Maximo

O Problema do Corte Maximo é um problema classico de otimiza¢do combinatoria,
provado ser NP-completo no primeiro artigo em que uma lista de 21 problemas desse
tipo foi apresentada por Karp, 1972. Os tltimos avancos sobre este problema, antes do

resultado de Kaot, KINDLER et al., 2007, foram:

+ Algoritmo de aproximacdo proposto por GOEMANS e WILLIAMSON, 1995, que possui
a melhor razio que conhecemos, oy, ~ 0.878 e que sera provada ser 6tima no
Capitulo 7 (supondo a UGC).

+ O melhor limite de inaproximabilidade que foi provado, supondo que a UGC seja

falsa, é % ~ 0.941, provado por HAsTAD, 2001.

2.2 Visao geral do trabalho

Nesse trabalho nosso foco é provar uma razao de inaproximabilidade para o MaxCur,
seguindo o modelo classico de utilizar a UGC em conjunto com o sistema PCP (Probabilis-
tically Checkable Proof), como é feita a maioria das provas de resultados de inaproximabi-
lidade que dependem da UGC.

No Capitulo 3 apresentamos a UGC, e no Capitulo 4, apresentamos o PCP. Topicos
importantes para a prova de inaproximabilidade sdo apresentados nos Capitulos 5 e 6. Por

fim, no Capitulo 7 provamos o resultado central sobre o MaxCuUT.



Capitulo 3

Unique Games Conjecture

3.1 Notas Iniciais

Essa conjectura foi proposta em Kuot, 2002 e ainda esta em aberto.

3.2 Unique Label Cover

O problema Unique Label Cover é central para a definicdo da conjectura. Nesse pro-
blema, temos um grafo bipartido, um conjunto de rétulos e uma restricdo associada a
cada aresta do grafo. Cada restricdo vem na forma de uma bije¢éo. Isso implica que se
temos, por exemplo, uma aresta uv e damos um rétulo x para a vértice u, existe um e
apenas um roétulo que podemos dar para o vértice v que satisfaz a restri¢cdo. Definimos

formalmente:

Definicao 3.1. Sejam G = (V u W, E) um grafo bipartido, [M] := {1,2,..., M} o universo
de possiveis rotulos e o um conjunto de bije¢des o, : [M] — [M] para todo vw € E.
Definimos uma instancia do Unique Label Cover como L(G, [M], ). Queremos atribuir
rétulos I(v) : [M] — [M], para todo v € V u W de modo a satisfazer o maximo de arestas

possiveis. Uma aresta vw é satisfeita se e somente se:

Tou(l(0)) = [(w).

Para uma instancia £(G, [M], o) dizemos que uma solucéo [" é 6tima se o numero de
arestas satisfeitas por [ é maior ou igual ao nimero de arestas satisfeitas por qualquer

outra solucéao 1.
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3.3 Unique Games Conjecture

Utilizamos o Unique Label Cover para definir a UGC:

Conjectura 3.2. Sejam 7, y > 0 numeros reais quaisquer. Existe M = M(n, y) tal que
€ NP-dificil distinguir se a solu¢do 6tima de uma instancia do Unique Label Cover com

conjunto de rétulos de tamanho M satisfaz uma fracao de pelo menos 1 -7 ou no maximo y.

Uma consequéncia direta da conjectura é que para 1, y quaisquer nio existe um
algoritmo polinomial com razdo de aproximacdo maior ou igual a %’7. Como podemos
escolher 7 e y arbitrariamente, concluimos que néo existem algoritmos de aproximacao
para o Unique Label Cover com razdo constante, ou seja, o problema nao esta na classe
APX.

3.4 ULC-gap

Apresentamos agora uma variacao do problema Unique Label Cover, que chamare-
mos de ULC-gap. Nessa versdo, recebemos uma instancia em que ou uma fracdo muito
grande das arestas ou muito pequena é satisfeita e queremos apenas distinguir entre elas.

Formalmente:

Definic¢ao 3.3. Sejam L(G,[M], o) uma instincia do Unique Label Cover e n, y > 0.
Queremos saber se uma solucdo 6tima de L satisfaz uma fracdo de pelo menos 1 - 1 ou no

maximo y das arestas.



Capitulo 4

Provas Interativas

4.1 Notas iniciais

Essa sessdo segue de perto KoHAYAKAWA e SOARES, 1995 com algumas adaptac¢des para
a linguagem e o uso que daremos nos proximos capitulos. Inicialmente, introduzimos a
classe IP para familiarizar o leitor com o assunto e depois definimos a classe PCP, que sera

fundamental para provar a inaproximabilidade do MaxCuT.

4.2 A classeIP

4.2.1 Intuicao informal

Seja L um problema de decisdo, ou seja, um problema em que para toda instancia
I temos duas respostas possiveis: SIM ou NAo. Agora, suponhamos um jogo entre dois
jogadores, que chamaremos de P (provador) e V (verificador), inicialmente eles recebem
uma instancia I do problema e P quer provar para V que a resposta para a instancia é sim
e V decide se acredita ou ndo na prova, ou seja, verifica se a prova esta correta e decide se

a resposta correta é SIM ou NAO.

Esse jogo possui algumas particularidades: P possui capacidade de processamento e
memoria infinitas, enquanto V possui capacidades polinomiais. Ambos os jogadores tém
acesso a instancia do problema e cada jogador possui sua saida onde pode escrever e o

outro jogador ler. V também possui acesso a um gerador de bits aleatorios.

O jogo se desenrola em rodadas, V faz o primeiro movimento: ele pode consultar o
gerador de bits aleatdrios e a instancia I e, apds isso, escreve algo em sua saida (ou nada).

Apobs V fazer seu movimento, P faz o seu: ele pode ler o que foi escrito por V, consultar I e
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entdo responder. E assim por diante. Apds algum ntimero de rodadas, V toma sua decisédo

sobre a resposta e o jogo termina.

Intuitivamente, podemos pensar que P possui uma prova de que a saida deve ser sim e
a cada rodada V pede informacdes sobre essa prova. Apos receber essas informacdes, V

pode se decidir positivamente, negativamente ou pedir mais informagdes.

Sempre que a instancia é positiva, P consegue convencer V, ou seja, nunca ha falsos
negativos. Porém, quando a instancia é negativa, P consegue enganar V uma fracdo das

vezes, outra V ndo é convencido e responde NAo.

4.2.2 Definicao formal

Formalmente, temos que V e P sdo maquinas de Turing, sendo que V ¢ limitada
polinomialmente nas operacdes que pode realizar, enquanto P ndo. Ambas as maquinas
tém acesso de leitura a fita de entrada, que apresenta a instancia I. V também pode ler de
uma fita de bits aleatorios e ler e escrever em sua fita de saida, que chamaremos de Fy. P

pode apenas ler de Fy, mas pode escrever em sua propria fita Fp, que é lida por V.

Definicao 4.1. Sejam L um problema de decisao, I uma instancia qualquer de L de tamanho

[I| := ne t(n) uma funcéo. L faz parte da classe IP(f(n)) se e somente se:

« V e P trocam no maximo #(n) mensagens utilizando as fitas Fy e Fp. Ou seja, o jogo

acaba em no maximo t(n) rodadas;

- sempre que a resposta correta for sim, V sera convencido disso;

sempre que a resposta correta for NAo, V sera enganado por P uma fracdo de no

maximo o das vezes, para algum o < 1;

« V escreve a primeira mensagem;

4.3 O sistema PCP

4.3.1 Intuicao informal

No sistema PCP, temos uma situacdo parecida a descrita acima, com algumas diferencas.
O verificador V continua sendo uma maquina de Turing, mas o provador sera substituido
por um oraculo, que possui um certificado, que chamaremos de I1 : = mm; ... 7y, m; € {0, 1},
de que a resposta correta é sim. Também continuamos com uma instancia I de um problema

L de decisio.
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Agora, V possui acesso apenas a um gerador de bits aleatorios, que sera utilizado para
escolher posicdes em I e a uma quantidade de bits de IT apenas uma vez. Ou seja, o jogo
possui apenas uma rodada: inicialmente V pede os bits em posicdes especificas de II, o

oraculo retorna os valores e V ja deve decidir a resposta correta.

Uma prova no sistema é caracterizada por dois valores: a quantidade de bits pedida ao

gerador e a quantidade pedida ao oraculo.

4.3.2 Definicao formal

Definicao 4.2. Sejam V o verificador, I uma instancia de um problema de decisio L, T
um gerador de nimeros aleatoérios e IT uma prova produzida pelo oraculo. Definimos uma

instancia pela tripla V(I, 7, II).

Seja P, a probabilidade vinculada ao gerador 7 (Gnico elemento ndo deterministico do

sistema), entao:
« para todo I cuja resposta é positiva, temos que P (V(I, 7, II) = sm) = 1;

« para todo I cuja resposta é negativa, temos que P, (V(I, 7, II) = sim) < o, para

algum o < 1;

Para caracterizar formalmente a quantidade de bits pedida ao oraculo e a 7, definimos
duas funcdes reais r(n) e g(n) sobre os inteiros ndo negativos e dizemos que V é (r(n), p(n))-
restrito se para r’(n) = O(r(n)) e p’ = O(p(n)) quaisquer, a quantidade de bits que V pede
a 7 é limitada por r’(n) e, analogamente, a quantidade de bits que V pede ao oraculo é

limitada por p’(n).

4.3.3 A classe NP

Em um dos resultados mais fortes da area de teoria da complexidade, foi provado por

ARORA et al., 1998 que:
Teorema 4.3. PCP(log n, 1) = NP

Ou seja, a classe de problemas NP é equivalente a classe de problemas PCP em que o
verificador pede um nimero de bits aleatorios para 7 da ordem de O(log n) e 1é um ntimero

constante de bits de prova II.






Capitulo 5

Codigos

5.1 Notas iniciais

Aqui vamos fazer uma rapida introducdo ao tema da teoria de codigos, especificamente
para apresentar o conceito de long codes, que sera usada na prova de inaproximabilidade

do max cut.

5.2 Hadamard Codes

Antes de falar sobre long codes, porém, é necessario nos familiarizarmos com Hadamard

codes.

Definimos x € {-1,1}Fe y € {-1, 1}* como mensagens binarias de tamanho |k|. Usamos
a notacdo +1, pois ela serd mais conveniente adiante, porém, agora devemos tratar os

vetores como booleanos em que -1 é equivalente a verdadeiro e 1, a falso.

Definimos o produto interno {x, yy : {-1,1}f x {-1,1}* — {-1,1} como:

k
<x,y> = \/xi/\)/i
i=1

Agora definimos Had(x) como o produto interno de x com todos os y possiveis:

Definicdo 5.1. Had(x) = (x, ¥))yef-1.1}*

11
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5.3 Long Codes

Agora, queremos definir o long code de a € ¥ = {1, 2,..., k}.

Primeiramente definimos e,, tal que |e,| = k e

-1,sei#a
(ea)i =

1, caso contrario

E finalmente:
Definicao 5.2. LONG(a) = Had(e,)

Note que com um long code mapeamos um elemento de um alfabeto de tamanho k,
que pode ser pensado como equivalente a um vetor de tamanho log,(k), para um vetor de

tamanho 2%

5.4 Exemplo

Vamos agora mostrar um exemplo de long code: suponha um simples alfabeto {a, b, c}
e queremos calcular LONG(b). Calculamos e, = {-1, 1, -1} e precisamos calcular o

produto interno de e, com os oito seguintes vetores:

{-1,-1,-1}
{-1,-1, 1}
{-1, 1,-1}
{-1, 1, 1}
{ 1,-1,-1}
{ 1,-1, 1}
{1, 1,-1}
{1, 1, 1}



5.5 | DECODIFICANDO UM LONG CODE

Apds algumas contas chegamos no seguinte resultado:

LONG(b) = {-1,

1}

5.5 Decodificando um long code

Queremos agora decodificar um long code. Especificamente, dado um long code v €

{-1, 1}*eumaletral € ¥ = {1, 2,..., k}, queremos saber se v codifica .

Supondo que estamos apenas analisando long codes validos, basta olharmos uma e
apenas uma posicdo de v para decidirmos se ele codifica [ ou néo: v codifica [ se e somente

se v; = 1.
Definicdo 5.3. Sejam v € {-1, 1}¥el € ¥ = {1, 2,..., k}. Definimos f; : {-1, 1}¥ —
{-1, 1} tal que:

filv) :=u

13






Capitulo 6

Majority Is Stablest

6.1 Notas Iniciais

Nesse capitulo apresentaremos os conceitos de estabilidade e influéncia, além de alguma
matematica utilizando coeficientes de Fourier e chegaremos no principal: o Teorema
Majority is Stablest (MIS). Este foi apresentado em Ko, KINDLER et al.,, 2007 (na versio

original do artigo de 2004) como uma conjectura e provado em MOsSEL et al., 2005.

Cabe dizer aqui que as provas para o MIS e sua extensdo nio serdo apresentadas, pois

sdo extensas, complexas e fogem completamente do escopo desse trabalho.

6.2 Estabilidade

Intuitivamente, queremos ter uma medida de quéo estavel uma funcio é a ruidos, isto
é, supondo que um ruido possa afetar independentemente cada bit da entrada de uma
funcao, qual a probabilidade desse ruido afetar a saida da funcao. Primeiramente definimos

ruido:

Definicio 6.1. Seja p € [-1,1] e x € {-1, 1}". Definimos ruido como uma funcio
g {-1, 1}V x[-1,1] — {-1, 1} tal que, se y = g(x, p), entdo E[x;y;] = p, para todo

1<i=<N.
De maneira equivalente, podemos pensar que Pr(x; # y;) = 1_7p.

Agora definimos estabilidade:

15
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Definicdo 6.2. Sejam uma funcio f : {-1, 1}N — R, x € {-1, 1}" uniformemente

aleatorio, -1 < p < 1 e y = g(x, p). Definimos a estabilidade como:

Sp(f) = ELf (x)f(y)]-

6.3 Influéncia

Voltamos nossa atencéo agora a fungdes f : {-1, 1} — {-1, 1}, que nesse trabalho

serdo utilizadas no contexto de decodificar long codes (ver 5.5).

Seja x € {-1, 1} um vetor qualquer. Queremos saber qual a influéncia de cada x;,
1< i< N em f(x), ou seja, como a saida de f(x) é alterada caso x; se altere. Por exemplo,
no caso de uma funcao f; que decodifica um long code, para todo x; com i # [, a influéncia

de x; é zero, ou seja, o valor de x; nunca altera o resultado de fi(x).

Definicio 6.3. Seja f : {-1, 1} — {-1, 1}, a influéncia da posicio i, que denotaremos
por Inf; é:

Inf; 1= Pr[f(x) # f(x*)].
Sendo que:

Definicdo 6.4. x° € {-1, 1}V é tal que:

Isto é, invertemos o bit da posigao i.

Podemos pensar que Inf; indica a probabilidade de x; ser decisivo no valor de f(x)

quando escolhemos um x qualquer.

6.4 MIS

Agora vamos unir os conceitos de estabilidade e influéncia para enunciar o Teorema
Majority is Stablest (MIS).

Primeiramente, devemos definir a funcdo maioria:
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Definicao 6.5. Para um N = 1 qualquer, definimos majority como uma funcéo f :
{-1, 1}¥ — {-1, 1} tal que:

1, N x=20
f(x) =

-1, caso contrario.

Ou seja, é 1 se a maioria dos elementos do vetor de entrada for 1, ou em caso de empate; e

é —1 em caso contrario.

Agora estamos prontos para enunciar o teorema. Intuitivamente, ele nos diz que a
funcao balanceada mais estavel em que cada elemento do vetor de entrada tem influéncia

“pequena” é a fun¢do majority. Formalmente definimos:

Defini¢ao 6.6. Sejam 0 < p < 1 e € > 0, entdo existe algum 7 = 7(p, €) > 0, tal que para
qualquer f : {-1, 1}¥ — {-1, 1}, se Inf; < r paratodo 1 < i < N e E[f] = 0, entdo:

2
Stab,(f) < 1- —cos'p +e.
T

Quando N tende ao infinito, a estabilidade de majority tende para 1 - 2cos™ p, dai o

nome do teorema.

A partir de 6.6 deduzimos o seguinte corolario:

Corolario 6.7. Sejam -1 < p < 0 e € > 0, entdo existe algum 7 = 7(p, €) > 0, tal que para
qualquer f : {-1, 1}¥ — {-1, 1}, se Inf; < T paratodo 1 < i < N e E[f] = 0, entio:
1 1 cos™?
Stab,(f) < —P

2 2 P

+ €.

6.5 Coeficientes de Fourier

Trabalharemos muito com fungdes do tipo {-1, 1} — {-1, 1}, entdo agora iremos
deduzir algumas propriedades uteis de tais funcdes, especificamente como decompo-las
em coeficientes de Fourier. E encerraremos o capitulo utilizando coeficientes de Fourier

em uma extensao do MIS.

Consideremos o espaco vetorial 7 com todas as fungdes que nos interessam:

F={f|f: {1, 1}N - {-1, 1}}.

17
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Esse espaco tem 2V dimensdes e uma ideia natural de base é usar funcdes binarias:

1, sex=a
ba(x) =

0, caso contrario

para todo a € {-1, 1}V,

Nessa base, as coordenadas de f € F sdo simplesmente a tabela de valores de f(a) para
todo a € {-1, 1}". Note que as coordenadas serdo apenas 1 e -1. Para entendermos como

essa base funciona, vejamos um exemplo:

Exemplo 6.8. Suponha que ordenamos a € {-1, 1}": aj, ay, ..., a,v, entdo para algum g;

temos que:
(@) = (@) - bu(a)+ >, f(@)- bu(a)
f@)=fl@) 1+ 3 fla)-0

f(a) = f(a)

Agora, descreveremos outra base possivel para esse espago, que de fato sera utilizada

adiante. Primeiro, definimos um produto interno:

Definicio 6.9. .
fer=ov D flag).

ae{-1, 1}N

Defini¢io 6.10. Sejam a € {-1, 1} e um conjunto S < {1,2,...,N}. &s : {-1, 1}N —

{-1, 1} é uma funcéo linear tal que:

Xs(a) = H a;.

i€S

Ou seja, S é um subconjunto dos indices de um vetor e Xs é o produto dos elementos

nesses indices.

Proposicao 6.11. O conjunto de fun¢des X5 para todo S c {1,2,..., N} forma uma base

ortonormal para nosso espaco F com o produto interno definido acima.

Prova 1. E facil verificar a normalidade da base: como Xs(a) : {-1, 1}V — {-1, 1}, ¢

obvio que |Xs(a)| = 1 e, portanto, também {Xs(a), Xs(a)) = 1, para quaisquer S e a.
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Queremos provar também ortogonalidade: sejam S, S’ c {1,2,..., N} taisque S # &,

entao:

1
(X5, Xy = -5 > Xs(@)Xs(a)
ac{-1, 1}N
1
(X5, Xy =ov ), <HaiHai>
ae{-1, 1}N i€S i€s’
1
(Xs, Xy ) = oN Z <H(ai)2 H ai>,
ae{-1, 1}V \ i€SnS’ i€Sas

onde S » & é a diferenca simétrica entre Se S/, isto é, S2 S’ = (SuS)\(Sn §). E claro que

HieSnS’(ai)Z = 1. Entao nos sobra:

<X5,X5f>=2lN Z <Hai>.

ae{-1, 1}V \ i€Srs

Finalmente, temos o “pulo do gato”: fixamos um j € S 2 §’ e entdo podemos agrupar

todos os vetores a € {1, 1} em pares, chamemos de a e @/, tais que:

a, it)
a; =

/ s
-a;, i=].

Para cada par, temos que

Hai+Ha;=0.

i€SaS’ €SS’

Portanto,

R a) (H a,-) -0,

ae{-1, 1}N \ i€Sas’

Queremos decompor uma f € F qualquer utilizando nossa base, o que faremos da

seguinte forma:

fl@) =Y f(9Xs(a),

Se[n]
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onde [n] := {1, 2,..., n} ef(S) sdo os coeficientes de Fourier de f, definidos como:
s 1
fO =<f. Xy =5 D, fl@Xs(a)
ae{-1, 1}N

6.5.1 Coeficientes de Fourier e influéncia

Agora podemos encontrar uma nova férmula para influéncia utilizando coeficientes de

Fourier (e algumas manipulacoes algébricas):

Inf(f) = Y f(S)".

S3i

6.5.2 Coeficientes de Fourier e influéncia de k-ésimo grau
Agora definimos o conceito de influéncia de k-éismo grau:

Definiciao 6.12.
Inf(f) = Y. f(9”

S3i, |S|<k

6.6 Extensao do MIS

Por fim, precisamos apresentar uma extensio do MIS:

Definicao 6.13. Sejam -1 < p < 0 e € > 0, entdo existe algum 7 = 7(p, €) > 0 e algum
k = k(p, €), tais que para qualquer f : {-1, 1}V — {-1, 1}, se Inf=X(f) < 7 para todo
i € [N]eE[f] = 0, entdo:

1 1 -1
Stab,(f) < =P

2 2 7

+ €.



Capitulo 7

Reducao do ULC-gap ao

MaxCuTt

7.1 Notas iniciais

Quando nos referirmos a long codes aqui, estamos nos referindo na verdade a funcgao
de decodificacdo de um long code, especificamente a tabela verdade que representa a saida

da fungéo para cada entrada possivel.

Chamamos de completeness a probabilidade do PCP ser aceito quando a resposta correta

é siM e de soundness a probabilidade dele ser aceito quando a resposta correta é NAO.

7.2 Visao geral

Para provar o limite de inaproximabilidade, vamos construir um PCP para o ULC-gap
(ver 3.3) em que o Verificador 1é dois bits da prova e a aceita se e somente se eles forem

diferentes.

Podemos modelar a prova como um grafo em que cada bit é um vértice e para cada par
de bits que pode ser escolhido pelo verificador, inserimos uma aresta. Assim, geramos um

gap soundness/completeness, que é exatamente o bound que queremos provar.

Mas, por que esse gap garante a inaproximabilidade? Pela UGC, ¢ dificil distinguir
entre as instancias do ULC, mas seja [ uma instancia siMm. Entao, ela deve ser aceita com
probabilidade maior ou igual a razdo de completeness c. Pensando na prova como uma
instancia do max cut, isso significa que o corte 6timo corta uma fracdo maior ou igual a ¢

das arestas. Agora, suponha que existe um algoritmo de aproximacdo melhor do que agw,
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entlo se executassemos esse algoritmo, acabariamos com um corte que corta uma fragéo
maior ou igual a razdo de soundness s das arestas. Assim, saberiamos em tempo polinomial

que I é uma instancia siM, contrariando a UGC.

73 OPCP

Antes de montarmos o PCP, é necessario tratar o grafo (bipartido) da instancia do
ULC, tornando-o regular no lado V, como descrito em KuHoT e REGEV, 2008. Isso sera
importante na escolha das arestas. Podemos considerar essa operacdo como uma "caixa
preta”, pois é bem complexa, foge do escopo desse trabalho e nos interessemos apenas pelo

seu resultado.
Agora, ao teste do PCP em si:

Comecamos com uma instancia do ULC-gap, o oraculo supostamente ira devolver o
long code do rétulo correto para cada vértice de W, ou seja, ira devolvé-lo, se existir, ou
tentar enganar o Verificador, caso contrario. Na verdade, em ambos os casos ele tenta
convencer o Verificador de que ele devolve um long code referente ao rotulo que deveria ser

aplicado ao vértice, mas quando ele realmente existe, isso € trivial: basta devolvé-lo.

O primeiro passo é o Verificador escolher um vértice v € V e duas arestas vw, vw’

aleatoriamente.

Aqui a importancia do grafo ser regular em V: tornar a probabilidade de cada aresta
ser escolhida uniforme. Como todo vértice v € V possui o mesmo grau, a probabilidade de

cada aresta ser escolhida é a mesma.
Sejam o = 0, € 0’ = 0, as bijecOes para vw e VW, respectivamente.

Agora, o oraculo devolve f,, e f,/, os supostos long codes de w e w’, respectiva-

mente.

O Verificador escolhe x € {-1, 1} aleatoriamente e u € {-1, 1} em que cada
elemento de y é escolhido independentemente com probabilidade 1/2 + 1/2p de ser 1 e

1/2 - 1/2p de ser —1. O teste é aceito se e somente se:

fw(x : 0) # fw’((x ) OJ)#)—

7.4 Completeness

Proposiciao 7.1. Completeness é pelo menos (1 - 27)(1/2 - 1/2p).
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Prova 2. Por hipotese, a instdncia do ULC satisfaz pelo menos 1 — 5 das arestas, entéo,

ambas as arestas vw e vw’ sdo satisfeitas com probabilidade pelo menos (1 - 27).

Sejam i, J, j’ rotulos para v, w, w, respectivamente, que satisfagam as arestas vw e

vw, ou seja:

Entao

fulx - 0) = Xa( =
fuwr((x - ")) = Xo'()Hy = Xifhy

E claro que f,,(x - 0) # fos((x - 0’)u) se e somente se yy = —1.

Finalmente,

Pr(fu(x-0) # fu((x-0")u)] = Prlvw e vw’ sdo satisfeitas]-Pry, = -1] = (1-2n)(1/2-1/2p).

7.5 Soundness

Queremos provar que se para uma instancia do label cover a solucao 6tima satisfaz
uma fracdo menor do que y das arestas, entdo o PCP é aceito com probabilidade menor
ouigualas = @ + €. Vamos provar a contrapositiva, ou seja, se o PCP ¢ aceito com
probabilidade maior do que s, entdo a instancia do label cover deve satisfazer uma fracio

Y’ > y das arestas.

Primeiramente, faremos uma anéalise com relacdo a escolha inicial de v € V (primeiro
passo do PCP):

Proposicdo 7.2. Se, em geral, o PCP ¢ aceito com probabilidade pelo menos “=>% + ¢,

entdo uma fragdo de pelo menos ; de v é aceita com probabilidade maior ou igual a
arccosp €
b2 + 2°

Prova 3. Provamos por contradicdo analisando o "pior caso": mesmo se a fracdo aceita

arccosp +

com probabilidade maior do que 5 for toda aceita com probabilidade 1 e o resto

arccosp , €

com probabilidade exatamente , em geral teriamos probabilidade de aceitar igual

T 2
a:
€ arccos € € arccos
1~—+(—’D+—)-(1——)< —’D+6.
2 T 2 2 T
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Chamaremos os vértices de V que quando escolhidos fazem o PCP ser aceito com

arccosp
==L

probabilidade maior do que =

§ de bons.

Agora, vamos calcular a probabilidade do PCP ser aceito quando escolhemos um vértice

bom. Lembramos que ele é aceito se e somente se:

fw(x : O-) # fw’((x : O-,)/l)-

Entéo, se 0 PCP é aceito, f,,(x-0)- fir ((x-0”)p) = -1 e se é rejeitado f,,(x-0) - for (x-0")p) =
1. Fazemos uma pequena manipulacio algébrica para calcularmos a probabilidade de

sucesso:
1 1

Ew,w’,x,p[g - E 'fw(x . O-) 'fw’((x ' OJ),U)]

Antes de continuarmos, faremos a seguinte defini¢do: para todo vértice v € V, seja

funcio g, : {-1, 1}¥ — {-1, 1} tal que:

gv(x) = EW~v[fW(x : Gv,W)]s

onde w é um vizinho aleatorio de v.

A intuicdo dessa funcdo é que se f,, for um long code valido e a restri¢ao o, for

satisfeita para todo w, entdo g, é o long code de v.

Continuando com a probabilidade do teste ser aceito dado que escolhemos um vértice

bom, fazemos mais algumas manipulagoes:

Busealy = 5l o) fulCx - 0] =

1

=SBl B lfule o) fulle o)l

Pela independéncia de w e w':

% - %Ex,,u[Ew[—fw(x : O')] “Ew [fw’((x : O-/)/l)]] =
% - %Ex,/l[gv(x) - 8ol - p)] =

1 1
E - EStabp(gv)
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Lembrando que essa é a probabilidade do teste ser aceito quando come¢amos escolhendo

um vértice v bom e definicdo de um vértice bom, chegamos na seguinte desigualdade:

1 1
i EStabp(gv) 5 areeosp €

Agora, iremos aplicar a extensdo do MIS (ver 6.13). Lembramos que ele foi apresentado
na forma “se A, entdo B” e 0 caso que temos é “se ndo B, entdo ndo A”. Concluimos que

para todo vértice bom v existe pelo menos uma coordenada j tal que:

Inf*(g.) = 7.

Pela definicdo de influéncia:
T < Z go(S).
$3i, [S|=k
Pela definicdo de g:
A 2
rs > (Bulfua o)
S3i, |S|<k
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz:
r= Y EJfu(c(9)].
S3i, |S|<k

Mais algumas manipulagdes algébricas:

r<E,
S3i, [S|<k

3 fw(dl(S))Zl

T < EW[Infj_’i(i)(fw)].

Fazendo uma analise analoga a que foi feita na prova 3, concluimos que uma fragao de

pelo menos 7 do vizinhos w de v tem Inf;;’ﬁw(i)(fw) = 7/2.

Agora, definimos um conjunto de rétulos candidatos para um w qualquer:
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Cand[w] = {i : Inf*(f,) = 7/2}.

E escolheremos um rétulo aleatoriamente dessa lista. Mas antes, vamos analisar quantos

elementos possui esse conjunto:
Primeiramente, notamos que:
Proposicio 7.3. Y. Inf=*(f) < k

Prova 4.

3 Inf ) -

Por defini¢do (6.12):

m

o> f)r-

i=1 $3i, |S|<k

A

Pela independéncia de f(S)? em relacio a i:

> Islf(sy

ISi<k

IA

Como, por definicdo, |S| < k:

IA

kY f(s)?

IS/<k
Como f(S)? = 0 para qualquer S
kD f() =
S
kf(S)* =
k.

Agora, chegamos ao nimero de elementos do conjunto:

Proposicao 7.4. |Cand[w]| < %

Prova 5.

|Cand[w]| - 7/2 < Z Inf*(f) < Zm: Inf=*(f) < k

i€eCand[w]

|Cand[w]| < 2k/7.
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Finalmente, é possivel encontrar rétulos que satisfazem uma fragao de pelo menos

r
2k

N | N

das arestas adjacentes a cada v bom. Cada termo significa, respectivamente, a probabilidade

de um vizinho w de v ter Inf>] (l.)(fw) > 7/2 e de escolher o7'(i,) de Cand[w].

Como uma fracdo de pelo menos €/2 dos vértices v sdo bons, conseguimos encontrar

uma solucdo para a instancia do ULC tal que:

concluindo a prova do limite de soundness. ]






Capitulo 8

Conclusao

Escrever esse texto foi uma longa jornada, com muitas idas e voltas, becos sem saida
e mudancas de percurso. Grande parte da dificuldade se deve a falta de conteudo sobre
esse assunto em livros didaticos. Obrigando-nos a utilizar como principais fontes artigos e

notas de aulas.

Inicialmente, tentamos seguir a prova para o limite de inaproximabilidade do Corte
Maximo feita em TREVISAN, 2012, porém essa prova contém varios "buracos"néo explicados
e ndo conseguimos desvendar alguns. Entdo, decidimos mudar para a prova original,

apresentada em Knort, KINDLER et al., 2007.

Mesmo ap6s a mudanga, nao foi facil. Uma ajuda essencial foi a pagina do curso CSE
533: The PCP Theorem and Hardness of Approximation da Universidade de Washington, que
pode ser acessada aqui. O curso basicamente constréi ao longo do semestre todos as bases
necessarias para apresentar a mesma prova de inaproximabilidade do Corte Maximo que

apresentamos aqui.

O curso entra em muitos detalhes que nao foram possiveis aqui, principalmente sobre
o PCP, e as notas de aula ndo sao suficientes para compreender tudo (nem se propdem a

isso), mas a estrutura utilizada foi um excelente guia.

A partir dai e de outros materiais, conseguimos desvendar o quebra cabe¢a e montar
esse texto. Tratamos de um tema inerentemente complexo, mas nossa meta foi deixa-lo o

mais simples e compreensivel possivel. Esperamos ter chegado perto.
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