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1 Introducao

Os ntimeros complexos C sdo os niimeros da forma z = a + bi, onde a,b € R e i é tal que i = —1. Aqui,
a é chamada a parte real de z e b, a parte imagindria de z.
Uma outra representagao util de nimeros complexos diferentes do 0 é

z=r(cosf + isenf) = rcisf

, para argz = 0 € [0,27) e |z| =1 € Ryo. Além disso, 2 = tan6,r = va® + b2.

As duas representacoes de um mesmo nimero complexo z sugerem fortemente uma forma de representd-
lo no plano (muito similar ao R?, mas em vez de eixos = e y temos o eixo real Re e o eixo imaginario
Im).

Vale ressaltar que, ao mesmo tempo que um ponto no plano complexo, z pode ser visto como o vetor
com origem no 0 e extremidade no z, e |z| é o médulo desse vetor.
A cada complexo z podemos associar o seu conjugado Z = a — bi = re~*’. E imediato verificar que

71k Zp =z % T,k € {+,—,, }
e, além disso,
|2

2| =2-%

Dai, temos que z € R <= z2=Zez€iR <— z=—Z.

2 Angulos em complexos

Vamos olhar com mais calma o que podemos tirar geometricamente dessas propriedades basicas de
complexos.
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cisacisb = (cosa + isenb)(cosb + isenb)
= (cosacosb — senasenb) + i(cosasend + cosbsena)
= cos(a + b) +isen (a+b)
= cis(a + b)
O que isso nos diz é que, ao multiplicar dois complexos, somamos seus argumentos e multiplicamos seus
valores absolutos. De forma mais concreta, z — iz € a transformacao que rotaciona z em 90° no sentido

anti-hordrio em torno da origem.
Vamos olhar para um angulo genérico orientado £ ABC' no plano complexo.

C

Im

Transladar B para a origem néo altera 8, e no angulo transladado sabemos que arg(C'—B) = §+arg(A—DB)
(médulo 180°), isto é:

C—-B
T 5 € cisf-R ()
Além disso, % tem valor absoluto %, e portanto podemos descrever facilmente semelhancas de

triangulos no plano complexo:

Proposicao 1. Sejam AABC, AXY Z de mesma orientagdo (isto é, ambos no sentido hordrio ou ambos
no sentido anti-horério). Entao

C-B Z-Y

NABC ~ ANXY 7 <— A—B:X—Y

De forma levemente mais geral, a condigao sobre o dngulo direcionado £(I,m), onde | = AB,m = CD,

7

é:
C-D

A-B

Vamos ver um problema onde podemos usar essas ideias de semelhancas de triangulo:

€ cis(£(I,m)) - R (1)

Problema Resolvido 1 (IMO 1986). E dado um ponto Py no plano do triangulo A; Ay As. Defina
As = As_3 para s > 4. Construa um conjunto de pontos Pi, Py, Ps, ... tais que Py é a imagem de
Py, sob uma rotagao de centro Ay e angulo 120° no sentido horario para k = 0,1,2,.... Prove que se
P1986 = PO7 A1A2A3 é equilzitero.

Solucdo. Para um ¢ no complexo qualquer, vamos calcular quem € a imagem de z por uma rotagao de
120° no sentido horario.
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120°

A
/

Se w = cis(—120°) , temos por (&):

d—q_ X =4

=w = ' =wz+ (1 -w)
z=q  |z—d

Se Ay =a,A; =b, A3 = ¢, Py = p, obtemos:

Po=p
Pr=wp+(1—w)a
Py=w(wp+ (1 —w)a)+ (1 —w)d
P; =w(w(wp+ (1 —w)a) + (1 —w)b) + (1 —w)c
= w3p 4+ w?a —wda + wb — w?b+ ¢ — we
=p+ (1 —w) (W?a+wb+c)
t

Logo, como t depende apenas de a,b, ¢, segue que Pyi3 = Py + (1 — w)t. Em particular, Piggg =
Py + 662(1 — w)t e portanto Piggg = Py <— t = 0.

Mas como w é raiz ciibica primiriva da unidade, w? 4+ w + 1 = 0. Substituindo w? = —1 —w em ¢ = 0:
b—a
t=0 <<= (-l-wja+wb+c=0 <= =—w
c—a

£LA3A1 Ay = —(—120°) = —60°
{ B2 ( ) <= AA;As A3 equildtero no sentido horario

A1A2 = A1A3
O

3 Férmulas
3.1 Férmulas gerais
Proposicao 2. AB || CD se, e somente se,

A-B

eR

C-D
Prova. Imediato de (1). Outro jeito de visualizar isso é que os vetores A — B, C' — D s&o miiltiplos um do
outro. O

Corolario 3. ABCD é um paralelogramo se, e somente se, A+ C = B+ D.
Corolario 4. A, B, Z sao colineares se, e somente se,

Z—-A

7B—A€R
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Esse coroldrio também segue de (&): A, B, Z colineares se, e somente se, { BAZ = 0.
Proposigao 5. AB | CD se, e somente se,
C-D
B—-A

Prova. Segue de (), uma vez que cis 90° = i. O

ciR

Proposigao 6. A, B,C, D estdo sobre uma mesma circunferéncia se, e somente se,
B—-A /B-D
— / ——=€R
Cc-A / C-D
Prova. Em angulos direcionados, (ABCD) é ciclico se, e somente se, LCAB = £CDB (“problemas

de configuragdo” nao existem). E é claro que LCAB = {CDB <= cis({CAB) = cis({CDB), pois
0 < L{CAB, LCDB < 180°. 0

Proposigao 7. A reflexdo de Z por AB é dada por
Z —A
! . _
Z' = (—A) (B-A)+A

Prova. A vantagem de escrever a férmula dessa forma, em vez de apresenta-la com os conjugados abertos,
é que é facil rededuzi-la a partir de sua interpretagao geométrica em vez de decora-la.

Mais para a frente iremos estudar transformagées no plano complexo e ficard claro que o feito pode ser
visto como a transformacio ¢(w) = £=4 aliada a composicdes do tipo ¢(Z') = ¢(Z) (¢(AB) ¢ a reta real,
e para refletir por ela basta tomar o conjugado). O

Proposigao 8. A area direcionada de AABC é dada por

Z.AZl
ZB§1
cC C 1

Vale a pena manter em mente que A, B, C sdo colineares se, e somente se, o determinante acima é 0.

3.2 Qutras formulas

O circulo unitario é possivelmente o subconjunto nao trivial mais importante de C. E definido como o
circulo de raio 1 com centro na origem

{zeC:|z|=1}

De 2z = |2|?, segue que z é um ponto do circulo unitério se, e somente se, zZ = %
No que segue, a, b, ¢, d sao pontos genéricos sobre o circulo unitario.

Proposicao 9 (Equacio da corda). z estd sobre a corda ab se, e somente se, z + abz = a + b.

Prova. De (&), z € ab <= =2 c R.

z—a Z—aQ zZ—a z—a
cR — :( ><:> =

abz — b _
= <— z+abz=a+b
a—2>b

b—a b—a b—a b—a

SRS
Q|=|Q =
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Corolario 10 (Equagao da tangente). Fazendo b — a, a equagdo da tangente por a é
a+a’*z =2a
Proposicao 11 (Intersegio de cordas). A cordas ab e cd se intersectam em

ab(c+d) — cd(a + b)
ab —cd

Corolario 12 (Intersecdo de tangentes). As tangentes por a e b (“cordas” aa e bb) se intersectam em

2ab
a-+b

Proposicao 13 (Reflexdo por corda). A reflexdo de z por ab é
a+b—abz

Corolario 14 (Projegao na corda). A projecéo de z em ab é
1 _
§(z—|—a—|—b—abz)

Em muitos problemas, podemos querer que um circulo da nossa figura seja complexado como o circulo
unitario. Por isso, é importante saber algumas férmulas de centros.

Proposicao 15. Sejam O, G, H o circuncentro, o baricentro e o ortocentro de ABC (A =a,B =b,C = ¢).
Entao b
0=0, G=¥, H=a+bte

—
Prova. O =0 é trivial. G = %b'“ é claro dada a interpretacdo de a, b, ¢ como vetores (3(OA + OB + O?’)
é o centro de massa do tridngulo). H = a + b + ¢ segue da Reta de Euler: O—H> = 3(% O

Problema Resolvido 2 (Reta de Simson). Sejam AABC um tridangulo de ortocentro H e P um
ponto no circuncirculo de ABC. Prove que as proje¢des de P sobre os lados do tridngulo estdo sobre
uma reta que bissecta a reta PH.

Solugdo. Parametrizamos como se espera: (ABCP) no circulo unitdrio (A =a,B =b,C = ¢, P = p).
Sejam x,y, z as reflexdes de p por BC, C A, AB. Queremos provar que &, ¥y, z,a + b+ ¢ estdo sobre uma
reta.

b b b
p D P

Logo, % = ap;bc/bp;ac = Zﬁiﬁi, que de fato é real, pois:

(ap—l—bc> B ﬁ‘*‘ﬁ _ap+be

=4 < =
bp + ac T ae bp + ac

O

Proposic¢ao 16 (Férmula do circuncentro). O circuncentro do tridngulo de vértices z,y, z é dado por

r xx 1

y yy 1

z zz 1
o=

r T 1

y g 1

z z 1
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Prova. Como se pode imaginar da cara da férmula, usaremos Cramer. Sendo o o circuncentro de x,y, z e
R € RR o circunraio, nosso sistema é

|t —o| =R —0x — 0T + (00 — R) = —1%
ly—ol=R <= (—oy—oy+(oo—R)=—yy
|z—o|=R —0z—0zZ+ (00— R) = —2Z

Resolvendo para o, 0,00 — R:

—x —xx 1 r xx 1

-y —yy 1 y yy 1

—z —zz 1 z zz 1
0 = =

—x —-x 1 r T 1

-y -y 1 y gy 1

—z -z 1 z z 1

O

Apesar de existir uma férmula nao-tao-feia-assim, ndo costuma ser m4 ideia calcular circuncentros na
mao, principalmente se houver mediatrizes faceis.

Note que ainda nao falamos de alguns pontos bastante importantes, como o incentro e os exincentros.
A parametrizagao deles nao ¢ trivial, porque depende dos pontos médios dos arcos. O que acontece a
diferenciacao de bissetrizes internas e externas nao vem embutida em complexos, uma vez que com angulos
direcionados nao tratamos mais de semirretas, e sim da reta toda.

Para resolver esse problema, usamos o seguinte lema:

Lema 17 (Parametrizacio a2, b%, c?). Seja AABC um triangulo cujo circuncirculo é o circulo unitério, e
D, E, F os pontos médios dos arcos menores BC,CA, AB. Entao existem complexos a, b, ¢ tais que

A=a®>B=b,C=c*D=—bc,E=—ac,F = —ab

Prova. As 3 primeiras condicoes sdo féceis de satisfazer (isto é, A = a?, B = b2, C = ¢? para alguns a, b, c).
Entdo como £ = %, temos que D = +bec.

D
Note que
DEF D F FE
—— = — . — . — =cis(LA) cis(LC) cis(£LB) = cis 180° = —1
1BC-B A C (£4) cis(£C) cis(£B)

, onde supusemos SPG que ABC estd rotulado no sentido horério (o caso anti-hordrio é andlogo.)
Dessa forma, ou os trés pontos médios estdo com o sinal certo (e terminamos) ou s6 um deles estd. Se
for esse segundo caso, suponha que o ponto médio de arco de sinal certo é D. Entao trocamos a por —a e

dos seis pontos modificamos o sinal apenas dos outros dois pontos médios de arcos. O

Coroldrio 18 (Incentro e exincentros). I = —ab — be — ca (pois é o ortocentro de DEF), I, =2D — I =
ab — bc + ca e férmulas andlogas para os outros exincentros.

Problema Resolvido 3 (Teorema de Feuerbach). O Circulo dos Nove Pontos de AABC é tangente
ao seu incirculo.
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Solugdo. Vamos complexar com AABC no circulo unitirio e a parametrizacdo de incentro (A =

2 2 2 ’. . . ,
a’,B =b*C = c? 1= —ab—bc—ca,N = “+%) E fato conhecido que o raio do circulo dos
nove pontos é % e a desigualdade com inraio r < 3, logo para mostrar a tangéncia basta mostrar que

1

242 2 4+ 2ab + 2b 2
N_1=2% T te +2a + 20¢ + 2ca — 2|N]|:|a2+b2+02—&—2ab—f—2bc+20a|:|a+b—i—c|2

Por outro lado, se I’ é a reflexao de I por BC, temos:

2r=I-1|= abbcca<62+02b202 <111))‘

2 2
= fabfbcfca—b2—0276ifbc—2
a

a
= —(b+c)a—(b+c)2—(b+c)%
b+cl|, o
= 0 ‘a +ab+ac+bc‘
1
=—|b+c||la+b||a+ |
|al
=[(a+b)(b+c)(c+a)l

Logo, basta provar 1 — |a + b+ c|> = |(a + b)(b+ ¢)(c + a)], que elevando ao quadrado é o mesmo
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que:
1 1 1 11 1\’ a+b\ (b+c\ [c+a
1-2(a+b+c) (a+b+c>+[(a+b+c) (a+b+c>} —(a+b)(b+c)(c+a)< o >< T )( o )
<
2
a al  [((a+Db)(b+c)(c+a) 2
1-6 2Zb+9+62b+<zb> —( -
sym sym sym
<~
? 2abc + > a?b ?
“w g _ sym
4+4Zb+( b) abc )
sym sym
=
2 2
a a
<2+Zb> = 2+Zb>
sym sym
, como queriamos. O

4 Conta Inteligente

Note que no ultimo problema, evitamos “abrir as contas” indiscriminadamente. Em vez disso, buscamos
fatoragoes que pudessem diminuir as contas e expressoes simétricas nas nossas variaveis. Isso deixou as
contas mais organizadas e mais faceis de conferir.

A grande importancia de treinar contas com complexos (além, é claro, de praticar as férmulas) é se
acostumar com essas técnicas de conta que vao bem além de “ah, é s6 abrir tudo e no final vai cancelar”.
Algumas recomendactes gerais sao:

¢ Parametrize bem! Algumas escolhas padrao sdo o circuncirculo ou o incirculo de AABC no
circulo unitério.

e Faga observagoes sintéticas! Sé comece a conta quando vocé tiver um planejamento razodvel de
como val integrar as partes da figura na conta. Gastar um tempo com consideragdes/conjecturas
sintéticas que reduzam o numero de parametros da figura ou abreviem partes da conta é o melhor a
se fazer.

Por exemplo, se vocé escolher o triangulo de contato de AABC' como seu triangulo de referéncia
mas o problema usar a reta OI de ABC, muito provavelmente sera util lembrar que OI de ABC' é
a Reta de Euler de DEF (se vocé nunca viu esse fato antes, prove-o!).

e Fatorar é melhor que abrir! Costuma ser uma ideia melhor deixar o que estd em evidéncia de
um lado da equacao separado. Isso inclusive ajuda a “cartear” possiveis fatores do outro lado.

¢ Explore simetria!

— Se um ponto estd definido simetricamente em b, ¢, abra a conta pensando nos termos como
polinémios em a, porque os coeficientes terao de ser coisas simétricas em b, ¢

— Se vocé quer provar que as retas AA;, BBy, CCy concorrem, uma ideia que costuma funcionar
bem é intersectar AA;, BB; e provar que essa intersecao é simétrica em a, b, c.

Pode ser que o problema peca algo que parega mais dificil ainda, como provar que que elas
se intersectam em uma reta [ (definida simetricamente em A, B, C, como a Reta de Euler de
AABC), mas conta pode ser ainda menor com essa dica adicional! Intersecte AA; el e prove
que essa intersecao é uma funcao racional simétrica em a, b, c.

— Relacoes de Girard sao muito tteis. Uma corda do circulo unitario nao precisa de cada uma
das suas extremidades para ser definida. Basta saber as expressdes simétricas (no caso, seu
produto e sua soma) para calcular qualquer ponto razoével da figura.

e Saiba conferir conta!
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— Em geral ndo se recomenda colocar um dos vértices (digamos a, b, ¢) do tridngulo para ser um
complexo fixo (digamos a = 1). Uma vantagem disso é que, se todos os pontos da figura inicial
tém grau 1 (i.e., sdo literais de grau 1), entdo qualquer ponto que surgir na conta deve ter grau
1 também, além de ser homogéneo. Tome cuidado com os graus dos conjugados.

Concretamente, digamos que vocé calculou a férmula da intersegao das cordas ab e cd e chegou a
formula ERRADA W. Um jeito de suspeitar que ela estd errada é que o numerador
tem grau 4 como polindmio multivaridvel em a,b,c,d e o denominador tem grau 2, logo a
fungao racional tem grau 2 (que nao é 1). Outro jeito de suspeitar que ela estd errada é que o

numerador nao é homogéneo como polinémio multivariavel em a, b, ¢, d.

Outro técnica interessante de verificacao de conta é considerar o que acontece sinteticamente
quando um determinado numerador/denominador fica nulo. Por exemplo, a intersecao das
tangentes por a e b no circulo fica engragada se a + b — 0. Isso sinteticamente faz sentido: se a
corda fica préxima do diametro a intersecao das tangentes por suas extremidades vai para o
infinito.

¢ Pense abstratamente! Principalmente se a figura depender de um ponto genérico que varie de
modo continuo. Isso serd melhor explorado na parte de transformacoes.

5 Nenhuma Técnica é uma Panaceia

E complexos nao é diferente. Em varias situagoes nao é uma boa ideia tentar usar complexos “a seco”,
por exemplo quando o problema tem mais de um circulo ou muitas intersecoes de retas sem um circulo
central na figura.

(Afterthought: na verdade, essa histéria de “mais de um circulo ndo pode usar complexos” é bem mais
trabalhavel do que pode parecer. Na maioria das vezes, mais de um circulo pode ser transformado em algo
mais simples e fundamentalmente “complexével”, usando por exemplo inversdo, homotetia, eixos radicais.)

Além disso, é 6bvio que nem todo problema com solugao simples por outros métodos (sintéticos,
projetivos, computacionais...) necessariamente terd uma solugao igualmente simples com complexos. Por
isso, vale o lembrete de abrir mao do purismo sempre que possivel e, se decidir fazer a conta, tenha um
planejamento razoavel sobre ela antes antes de colocar a mao na massa indiscriminadamente.

6 Problemas

Os problemas nao estao em ordem de dificuldade.
Problemas marcados com (*) sdo complerdveis, mas possivelmente sdo mais enroscados que os demais.
(Isso quer dizer que eu ndo terminei por mim mesmo as contas nesses problemas.)

Problema 1. Seja ABC'D um quadrilatero ciclico. Seja H4 o ortocentro de BC'D. Defina Hg, Ho, Hp
analogamente. Prove que AH4, BHg,CHc e DHp s&o concorrentes.

Problema 2. Seja P um ponto qualquer no plano de AABC' de ortocentro H e circuncirculo 2. Sejam
Ay, By, C as intersegoes de AP, BP,C'P com (), respectivamente.

1. Sejam As, By, (s as reflexoes de A, By, Cy pelos pontos médios de BC, C A, AB, respectivamente.
Prove que H, Ay, By, C5 estao sobre uma mesma circunferéncia.

2. Sejam As, B3, C3 as reflexdes de Ay, By, C1 pelas retas BC,C A, AB, respectivamente. Prove que
H, A3, B3, C3 estao sobre uma mesma circunferéncia.

Problema 3 (Ponto de Schiffler). Seja I o incentro do tridngulo ABC'. Prove que as Retas de Euler de
ANABC,AIBC, ANAIC, AABI concorrem.

Problema 4 (OBM 2022). Seja ABC' um triangulo acutangulo, com AB < AC. Sejam K o ponto médio
do arco BC da circunferéncia circunscrita a ABC' que ndo contém A e P o ponto médio do lado BC. Os
pontos Ip e I¢ sao os exincentros relativos aos vértices B e C, respectivamente. Seja Q a reflexao de K
pelo ponto A. Mostre que P, Q, Ig e Ic estdo sobre uma mesma circunferéncia.

Problema 5 (OBM 2017). No tridngulo ABC, seja 74 a reta que passa pelo ponto médio de BC e é
perpendicular a bissetriz interna de ZBAC'. Defina rg e rc da mesma forma. Sejam H e I o ortocentro e
o incentro de ABC| respectivamente. Suponha que as trés retas r4,rp,r¢ definam um triangulo. Prove
que o circuncentro desse tridangulo é o ponto médio de HI.
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Problema 6 (OBM 2015). Seja ABC um triangulo escaleno e acutangulo e N o centro do circulo que
passa pelos pés das trés alturas do triangulo. Seja D a intersecao das retas tangentes ao circuncirculo de
ABC e que passam por B e C. Prove que A, D e N sao colineares se, e somente se, /BAC = 45°.

Problema 7 (OBM 2015). Seja ABC um tridngulo escaleno e X,Y e Z pontos sobre as retas BC,CA, AB,
respectivamente, tais que ZAXB = /BYC = ZCZA. Os circuncirculos de BXZ e CXY se cortam em
P # X. Prove que P esta sobre a circunferéncia cujo didmetro tem extremidades no ortocentro H e no
baricentro G de ABC.

Problema 8 (Ibero 2020). Seja ABC um tridngulo acutangulo e escaleno. Sejam H o ortocentro e O o
circuncentro do triangulo ABC, e seja P um ponto interior do segmento HO. A circunferéncia de centro
P e raio PA interseta novamente as retas AB e AC nos pontos R e S, respetivamente. Denotamos por @
o ponto simétrico ao ponto P com respeito a mediatriz de BC. Demonstre que os pontos P,Q,R e S
pertencem a uma mesma circunferéncia.

Problema 9 (IMO 2019). Seja I o incentro do tridngulo acutdngulo ABC com AB # AC. O incirculo w
de ABC' é tangente aos lados BC,CA e AB em D, E, e F, respectivamente. A reta por D perpendicular
a E'F intersecta w em R. A reta AR encontra w novamente em P. Os circuncirculos dos tridngulos PCE
e PBF se intersectam novamente em @ # P.

Prove que as retas DI e P(Q se intersectam na reta que passa por A e é perpendicular a Al.

Problema 10 (IMO 2014). Os pontos P e Q se encontram sobre o lado BC' de um tridngulo acutingulo
ABC de modo que ZPAB =/BCAe ZCAQ = LABC. Os pontos M e N encontram-se sobre as retas
AP e AQ), respectivamente, de modo que P é o ponto médio de AN. Prove que as retas BM e CN se
intersectam sobre a circunferéncia circunscritas ao triangulo ABC.

Problema 11 (IMO 2012). S&o dados o triangulo ABC e J o centro do A-exincirculo de ABC. Esse
exincirculo é tangente a BC em M, e as retas AB e AC' em K e L, respectivamente. As retas LM e BJ
se intersectam em F', e as retas KM e CJ se intersectam novamente em G. Seja .S o ponto de intersecao
de AF e BC, e T o ponto de intersecao de AG e BC. Prove que M é o ponto médio de ST

Problema 12 (IMO 2011). Seja ABC um tridngulo acutangulo cuja circunferéncia circunscrita é T'. Seja
¢ uma reta tangente a I' e sejam ¢,, ¢ e £, as retas obtidas ao refletir £ em relagdo as retas BC,CA e AB,
respectivamente. Demonstre que a circunferéncia circunscrita ao triangulo determinado pelas retas £,, £
e /. é tangente a circunferéncia I'.

Problema 13 (IMO 2000). Sejam AH,, BHs, C'Hj as alturas do tridngulo acutangulo ABC'. Seu incirculo
tangencia BC, AC e AB em T},T5 e T3 respectivamente. Considere as reflexoes das retas Hi Hs, HoHj e
HsHy por T1 T, T5T5 e TsTy. Prove que essas retas determinam um triangulo cujos vértices pertencem ao
incirculo de ABC.

Problema 14 (IMO SL 2018). Seja ABC um tridngulo de circuncirculo 2 e incentro I. Uma reta ¢
intersecta AI, BI e CI nos pontos D, FE e F, respectivamente, distintos de A, B, C e I. As mediatrizes
x, y e z dos segmentos AD BE, e CF, respectivamente, determinam um triangulo ©.

Mostre que o circuncirculo de © é tangente a ).

Problema 15 (IMO SL 2009). Seja ABC' um tridngulo. O incirculo de ABC' é tangente aos lados AB e
AC nos pontos Z e Y, respectivamente. Seja G o ponto onde as retas BY e C'Z se intersectam, e sejam
R e S os pontos tais que os quadrilateros BCY R e BCSZ sao paralelogramos. Prove que GR = GS.

Problema 16 (USAMO 2012). Seja P um ponto no plano do triangulo AABC, e v um reta passando
por P. Seja A’ a intersegao da reflexao de PA por v com a reta BC'. Defina B, C’ analogamente. Prove
que A’, B', C’ sao colineares.

Problema 17 (USA TST 2023). Seja ABC um tridangulo acutangulo. Sejam M o ponto médio do lado
BC, E e F os pés das alturas de B e C, respectivamente. Suponha que as tangentes externas comuns dos
circuncirculos de BME e CMF se intersectam K, e que K esta sobre o circuncirculo de ABC. Prove
que AK é perpendicular a BC.

Problema 18 (USA TSTST 2022). Sejam O e H o circuncentro e ortocentro, respectivamente, do tridngulo
acutangulo escaleno ABC'. A mediatriz de AH intersecta AB ¢ AC em X4 e Y4 respectivamente. Seja
K 4 a intersegao dos circuncirculos dos triangulos OX 4Y4 e BOC diferente de O.

Defina Kp e K¢ analogamente repetindo essa construgao mais duas vezes. Prove que K4, Kp, K¢, e
O sao conciclicos.
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Problema 19 (USA TSTST 2014). Considere um pentdgono convexo circunscrito a um circulo. Chamamos
as retas que ligam vértices do pentagono aos pontos opostos de tangéncia com o circulo de gergonianas.

1. Prove que se quatro gergonianas concorrem, as ¢inco concorrem.
2. (*) Prove que se uma tripla de gergonianas concorre, outra tripla de georganianas concorre.

Problema 20 (IMEO 2020). Sejam O, I, e w o circuncentro, incentro, e incirculo do triangulo néo
equildtero AABC'. Seja w4 o (tinico) circulo tangente a AB e AC, tal que a corda comum de wy e w
passa pelo centro de wa. Seja O4 o centro wy. Defina wp, Op,we, Oc analogamente.

Se w tangencia BC, CA, AB em D, E, F respectivamente, prove que as perpendiculares de D, E, F a
OB0O¢,0c04,040p concorrem num ponto sobre a reta OI.

Problema 21 (RMM 2020). Seja ABC um tridngulo retdngulo em C. Seja I o incentro do tridngulo
ABC e seja D o pé da perpendicular de C sobre AB. O incirculo w do triangulo ABC' é tangente aos
lados BC,CA e AB em Ay, By e C1, respectivamente. Sejam E e F' as reflexdes de C nas retas C1 Ay e
C1 By, respectivamente. Sejam K e L as reflexoes de D nas retas C1 Ay e C1 By, respectivamente.

Prove que os circuncirculos dos triangulos A1 E1, By FI e C1 KL possuem um ponto em comum.

Problema 22 (RMM 2019). Seja ABC'D um trapézio isésceles com AB paralelo a DC. Seja E o ponto
médio de AC. Denote por I' e Q os circuncirculos dos triangulos ABE e CDE, respectivamente. A
tangente a I" por A e a tangente a € por D se intersectam em P. Prove que PFE é tangente a 2.

Problema 23 (Komal B. 5285). No triangulo ABC' acutangulo, AB = AC. A’, B',C’ sao ponto mdveis
sobre o circuncirculo de ABC de tal forma que AA’B'C’ = ANABC, e os tridngulos tém a mesma
orientacdo. Seja P a intersecao de BB’ e C'C’. Prove que todas as retas A’P passam por um ponto
comum.

Problema 24 (APMO 2021). Seja ABC'D um quadrildtero convexo ciclico e I' seu circuncirculo. Seja E
o ponto de intersecao das diagonais AC' e BD. Seja L o centro do circulo tangente aos segmentos AB,
BC, e CD, e M o ponto médio do arco BC de I" que nao contém A e D. Prove que o F-exincentro de
BCE pertence a reta LM.

Problema 25 (USA TSTST 2016)&jaﬁ3@m tridangulo, I seu incentro e D, E, F os pontos de
tangéncia do incirculo com os lados BC, CA, AB at D, E, F, respectivamente. Seja K o pé da altura
de D para EF. O circuncirculo de AAIB intersecta o incirculo em C7 e Co, e o circuncirculo de AAIC

intersecta o incirculo em B; e By. Prove que o eixo radical de (BB;1B3) and (CC;C5) passa pelo ponto
médio M de DK.

Problema 26 (EGMO 2017). Seja ABC um tridngulo acutangulo escaleno. As reflexées do baricentro G e
do circuncentro O de ABC pelo lados BC, C A, AB sao denotadas G1, G2, Gz e O1, Oz, O3, respectivamente.
Mostre que os circuncirculos dos sete triangulos G1G2C, G1G3B, GoG3A, 0O10:C, O103B, O303A e
ABC' tém um ponto comum.

Problema 27 (USA TST 2019). Seja ABC um triangulo e M e N os pontos médios de AB e AC,
respectivamente. Seja X um ponto tal que AX é tangente ao circuncirculo de ABC. wp é o circulo que
passa por M e B e é tangente a M X, e we é o circulo que passa por N e C e é tangente a NX. Prove
que wp e we se encontram num ponto sobre a reta BC.

Problema 28 (USA TSTST 2019). Seja ABC um tridngulo acutéangulo de ortocentro H e circuncirculo
I'. Uma reta por H intersecta AB e AC em E e F, respectivamente. Seja K o circuncentro de AAEF | e
suponha que a reta AK intersecta I' novamente em D. Prove que a reta HK e a reta por D perpendicular
a BC se encontram em T

Problema 29 (Ira 2020). O circulo €2 de centro I4 é o A-exincirculo de ABC, e é tangente a AB, AC
em F, E, respectivamente. D é a reflexdo de A por [4B. As retas DI4 e E'F se encontram em K. Prove
que o circuncentro de DK F, o ponto médio de BC e I sao colineares.

Problema 30 (IMO SL 2016). Seja D o pé da perpendicular de A para a reta de Euler do tridngulo
acutangulo escaleno ABC. Uma circunferéncia w de centro S passa por A e D, e intersecta os lados AB e
AC em X e Y, respectivamente. Seja P o pé da altura de A em BC, e M o ponto médio de BC. Prove
que o circuncentro do triangulo X SY é equidistante de P e M.

Problema 31 (USEMO 2020 *). Seja ABC um tridngulo acutangulo de circuncentro O e ortocentro
H. Seja I' o circuncirculo de ABC e N o ponto médio de OH. As tangentes a I' em B e C e a reta por
H perpendicular a AN determinam um tridngulo cujo circuncirculo denotamos w,. Defina wg e we de
forma andloga. Prove que o centro radical de wy, wp e we estd na reta OH.
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