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Resumo

O Lema Local de Lovász (LLL) é uma ferramenta útil para se provar a existência de ob-
jetos combinatórios, enquandrando-se no chamado “método probabiĺıstico”. Uma versão
algoŕıtmica foi provada por Moser e Tardos ([11]), possibilitando que se encontrem tais
objetos, e de maneira mecânica. Demonstramos o LLL, juntamente com sua versão al-
goŕıtmica. Também apresentamos novas versões do lema provindas da sua conexão com o
Gás de Rede e suas respectivas algoritmizações. O texto é acesśıvel a alunos de graduação
de matemática e computação. Palavras-chave: Lema Local de Lovász, algoritmo de
Moser-Tardos
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Abstract

The Lovász Local Lemma (LLL) is a useful tool for proving the existence of combinatorial
objects, and is part of the so-called “probabilistic method”. An algorithmic version, that
finds such objects computationally, was proved by Moser and Tardos ([11]). We prove
the LLL and its algorithmic version. We also present the new versions of the lemma that
come from its connection with the lattice gas, and their algorithmization. Our presenta-
tion is accessible to undergraduate students of mathematics and computer science.

Keywords: Lovász Local Lemma, Moser-Tardos Algorithm
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Caṕıtulo 1

Introdução

Uma técnica importante em combinatória é o método probabiĺıstico. O objetivo do
método é provar a existência de um objeto matemático satisfazendo certas condições,
por exemplo, uma bicoloração dos elos de um grafo tal que não exista subgrafo com-
pleto monocromático. Para tal, o método constrói um espaço de probabilidade tal que a
probabilidade de um objeto satisfazer as condições é positiva.

Note que, embora existam eventos não-vazios com probabilidade zero, se o evento for
vazio, ele, pela definição de espaço de probabilidade, tem probabilidade zero. Isso nos
permite concluir, a partir do fato de a probabilidade do objeto satisfazer as condições ser
positiva, que um objeto satisfazendo as condições, de fato, existe.

O Lema Local de Lovász (LLL) é uma das ferramentas dispońıveis para o matemático
que deseja utilizar o método probabiĺıstico. Tal lema nos diz que, se impusermos certas
restrições sobre as dependências entre diversos eventos ruins, então podemos concluir
que a probabilidade de que nenhum dos eventos ruins ocorra é positiva. Um caso bem
particular desse lema é aquele em que todos os eventos ruins são independentes e de
probabilidade diferente de 1. Aqui basta observarmos que a probabilidade de que nenhum
dos eventos ruins ocorra é o produto das probabilidades de que cada evento ruim não
ocorra e tal produto é positivo, pois cada multiplicando o é.

Para encapsular as restrições sobre as dependências dos eventos, o LLL utiliza um
grafo de dependência: um grafo indexado pelos eventos ruins (mais precisamente, pelo
conjunto de ı́ndices dos eventos) tal que para qualquer evento ruim, os eventos não ligados
a ele pelo grafo de dependência são mutuamente independentes dele. Os detalhes são
apresentados no caṕıtulo 3.

É comum, na apresentação do LLL, ignorarem-se os cálculos de probabilidade condici-
onadas à ocorrência de eventos de probabilidade zero. Para deixar a apresentação precisa
e clara para alunos de graduação, consertamos esse problema explicitamente. Para isso,
utilizamos uma convenção descrita na seção 2.

Uma cŕıtica que se pode fazer ao LLL é que ele não nos diz quem é o objeto cuja
existência se demonstra. Após vários anos de pesquisa por diversos matemáticos para
melhorar o LLL nesse aspecto, encontrou-se uma versão algoŕıtmica do lema que funci-
ona em praticamente todas as aplicações do lema original. Moser e Tardos, em 2009,
publicaram o seu paper ([11]) demonstrando o novo teorema.

Em diversos pontos, o artigo não apresenta detalhes de formalização. Aqui, faremos
uma apresentação mais detalhada, visando o entendimento por alunos de graduação.

Nos últimos dois caṕıtulos, explicamos como o critério do LLL tradicional pode ser
melhorado e apresentamos versões algoŕıtmicas destas melhoras.
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Caṕıtulo 2

Uma convenção para a probabilidade
condicional e três consequências

Supomos a familiaridade do leitor com as definições e proposições básicas da Teoria da
Probabilidade (ver [23]). No entanto, entraremos brevemente em tal território, a fim de
destacarmos uma convenção incomum (Definição 2.1) e três proposições dela resultantes
(Proposições 2.3, 2.4 e 2.6), utilizadas na demonstração do Lema de Lovász.

Definição 2.1. Seja (Ω,F , P ) um espaço de probabilidade. Definimos a probabilidade

condicional de um evento A dado um evento B por P (A|B) := P (A∩B)
P (B)

se P (B) 6= 0 e

P (A|B) := P (A) se P (B) = 0.

Observação 2.2. A definição da probabilidade condicional no caso em que P (B) = 0 é
apenas uma convenção, mas útil, pois nos permite enunciar, sem nos preocuparmos com
eventos de probabilidade zero, a proposição 2.3 a seguir.

Proposição 2.3. Dois eventos A e B (num certo espaço de probabilidade) são indepen-
dentes se, e somente se, P (A|B) = P (A).

Demonstração. Se P (B) = 0, então a igualdade vale e os eventos são independentes (pois
P (A∩B) = 0 = P (A)P (B)). Se P (B) 6= 0, então P (A|B) = P (A)⇐⇒ P (A∩B)/P (B) =
P (A) ⇐⇒ P (A ∩ B) = P (A)P (B) e esta última afirmação é, por definição, equivalente
à independência dos eventos A e B.

Proposição 2.4 (Regra do produto). Se A1, A2, . . . , An (n ≥ 0) são eventos num espaço
de probabilidade (Ω,F , P ), então

P (A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1 ∩ A2) · · ·P (An|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An−1)

Demonstração. Faremos indução em n. Os casos n = 0 e n = 1 são triviais. (Vale
ressaltar que convencionamos intersecções sobre conjuntos de ı́ndices vazios como sendo o
espaço amostral Ω, ao passo que produtórios sobre conjuntos de ı́ndices vazios são supostos
iguais a 1.) Suponha n ≥ 2. Temos P (A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An) = P ((A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An−1) ∩
An) = P (A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An−1)P (An|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An−1) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1 ∩
A2) · · ·P (An−1|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An−2) · P (An|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An−1)

A segunda igualdade decorre da Definição 2.1, enquanto a terceira vem da hipótese
de indução.

Observação 2.5. Note que a regra do produto vale mesmo quando alguma intersecção
da forma A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ Ai (i ∈ {1, 2, ..., n}) tiver probabilidade zero.
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Finalmente, um resultado análogo ao que acabamos de ver:

Proposição 2.6 (Regra do produto condicional). Se A1, A2, . . . , An (n ≥ 0) e B são
eventos num espaço de probabilidade (Ω,F , P ) e P (B) 6= 0, então

P (A1∩A2∩. . .∩An|B) = P (A1|B)P (A2|A1∩B)P (A3|A1∩A2∩B) · · ·P (An|A1∩A2∩. . .∩An−1∩B)

Demonstração. Basta usar a regra do produto usual (2.4).



Caṕıtulo 3

O Lema Local de Lovász

Ao se enunciar e provar o LLL, costuma-se não levar em conta o caso em que se calcula
probabilidades do tipo P (A|B) com P (B) = 0. O problema pode ser sanado, sem grandes
dificuldades, com a adoção da convenção 2.1, conforme mostramos no Teorema 3.2 a
seguir.

Vamos supor, a partir de agora, além de conhecimentos básicos de Teoria da Proba-
bilidade, a familiaridade do leitor com conceitos elementares de Teoria dos Grafos (ver
caṕıtulos iniciais de [5]).

Notação 3.1. Se G = (X,E) é um grafo e x ∈ X, denotamos por Γ(x) a vizinhança de x
em G e pomos Γ∗(x) = Γ(x) ∪ {x}. (Note que não estamos indicando o grafo em relação
ao qual se toma a vizinhança. Isso não é problema, pois estará claro de que grafo se
trata em cada contexto em que utilizarmos a notação. O mesmo vale para várias outras
notações que usamos no texto.)

A nossa demonstração do LLL é uma adaptação daquela feita em [5], a mesma feita
em diversas fontes. (Em [5], demonstra-se, na verdade, o que aqui é o Teorema 3.8.)

Teorema 3.2 (Lema Local de Lovász). Seja G = (X,E) um grafo finito. Seja (Ax)x∈X
uma famı́lia de eventos em algum espaço de probabilidade fixado (Ω,F , P ). Suponha que
existam (rx)x∈X em [0, 1) tais que, para todo x ∈ X,

P (Ax|∩y∈YAcy) ≤ rx
∏

z∈Γ(x)

(1− rz) (3.3)

para todo Y ⊆ X \ Γ∗(x). Então P (∩x∈XAcx) ≥
∏

x∈X(1− rx) > 0.

Demonstração. O caso X = ∅ é trivial. Para fixar as ideias, podemos supor, portanto,
que X 6= ∅. Além disso, para facilitar a escrita, vamos supor X = {1, 2, . . . , n} onde
n ∈ N. Considere a seguinte

Afirmação 3.4. Para todo x ∈ X e S ⊆ X com x 6∈ S,

P (Ax|
⋂
s∈S

Acs) ≤ rx (3.5)

Observe que basta demonstrar tal afirmação, pois dáı, pela regra do produto, P (∩x∈XAcx) =
P (∩ni=1A

c
i) = P (Ac1)P (Ac2|Ac1)P (Ac3|Ac1∩Ac2) · · ·P (Acn|Ac1∩Ac2∩ . . .∩Acn−1) ≥ (1− r1)(1−

r2)(1− r3) · · · (1− rn) =
∏

x∈X(1− rx) > 0

5



6 CAPÍTULO 3. O LEMA LOCAL DE LOVÁSZ

Demonstração. Observemos, primeiramente, que se S ∩Γ∗(x) = ∅, isto é, S ⊆ X \Γ∗(x),
então 3.5 segue imediatamente de 3.3, pois dáı P (Ax|

⋂
s∈S A

c
s) ≤ rx

∏
z∈Γ(x)(1− rz) ≤ rx.

Vamos proceder por indução em |S|. Se for |S|= 0, então S ∩ Γ∗(x) = ∅ e, assim,
recáımos no caso que acabamos de mencionar. Agora, supondo que a afirmação valha
para todos os conjuntos de cardinalidade menor que |S|, vamos mostrar que vale para
S ⊆ X.

Seja x ∈ X tal que x 6∈ S. Se P (
⋂
s∈S A

c
s) = 0, então P (Ax|

⋂
s∈S A

c
s) = P (Ax) =

P (Ax|Ω) = P (Ax|∩y∈∅Acy) ≤ rx
∏

z∈Γ(x)(1 − rz) ≤ rx, aplicando 3.3 para Y = ∅. Caso

contrário, isto é, P (
⋂
s∈S A

c
s) 6= 0, pondo, para facilitar a escrita, m := |S ∩ Γ∗(x)|≥ 0 e

chamando de j1, j2, . . . , jm os elementos de S ∩ Γ∗(x), temos o seguinte:

P (Ax|
⋂
s∈S

Acs) =P (Ax|
⋂

s∈S∩Γ∗(x)

Acs ∩
⋂

s∈S∩(Γ∗(x))c

Acs)

=2.6
P (Ax ∩

⋂
s∈S∩Γ∗(x) A

c
s|
⋂
s∈S∩(Γ∗(x))c A

c
s)

P (
⋂
s∈S∩Γ∗(x) A

c
s|
⋂
s∈S∩(Γ∗(x))c A

c
s)

≤
P (Ax|

⋂
s∈S∩(Γ∗(x))c A

c
s)

P (∩ml=1A
c
jl
|
⋂
s∈S∩(Γ∗(x))c A

c
s)

≤3.3,2.6
rx
∏

z∈Γ(x)(1− rz)∏m
l=1 P (Acjl |

⋂l−1
k=1A

c
jk
∩
⋂
s∈S∩(Γ∗(x))c A

c
s)

≤3.5
rx
∏

z∈Γ(x)(1− rz)∏m
l=1(1− rjl)

≤rx

Note que os denominadores são todos diferentes de zero, pois P (
⋂
s∈S∩Γ∗(x) A

c
s|
⋂
s∈S∩(Γ∗(x))c A

c
s) =

P (∩ml=1A
c
jl
|
⋂
s∈S∩(Γ∗(x))c A

c
s) =2.6

∏m
l=1 P (Acjl |

⋂l−1
k=1 A

c
jk
∩
⋂
s∈S∩(Γ∗(x))c A

c
s) ≥3.5

∏m
l=1(1 −

rjl) > 0.

A maneira como apresentamos o LLL acima não é a tradicional, que envolve grafos de
dependência. Apresentaremos esta agora, mas, antes, precisaremos de algumas definições.

Definição 3.6. Fixe um espaço de probabilidade (Ω,F , P ). Um evento A é mutuamente
independente de uma famı́lia finita de eventos {Ax : x ∈ X} se A é independente de
∩y∈YAy para todo Y ⊆ X.

Definição 3.7. Um grafo G = (X,E) é um grafo de dependência para a famı́lia de
eventos (indexada pelos vértices de G) (Ax)x∈X (de um espaço de probabilidade fixado)
se, para todo x ∈ X, o evento Ax é mutuamente independente da famı́lia de eventos
{Ay : y ∈ X \ Γ∗(x)}

É natural pensar que os eventos ligados por elos no grafo possuem alguma dependência,
mas isso não é necessariamente verdade, já que o grafo completo é um grafo de de-
pendência para qualquer famı́lia de eventos, mesmo que independentes.

É melhor pensar em termos de ausência de elos, ao invés de presença: intuitivamente,
um evento não tem “nada a ver”com os eventos com os quais ele não está ligado pelo
grafo.
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Teorema 3.8 (LLL com grafos de dependência). Seja G = (X,E) um grafo de de-
pendência para uma famı́lia (Ax)x∈X de eventos em algum espaço de probabilidade fixado
(Ω,F , P ). Suponha que existam (rx)x∈X em [0, 1) tais que, para todo x ∈ X,

P (Ax) ≤ rx
∏

z∈Γ(x)

(1− rz) (3.9)

Então P (∩x∈XAcx) ≥
∏

x∈X(1− rx) > 0.

Demonstração. Basta usarmos o LLL que provamos acima (Teorema 3.2), observando
que vale 3.3, pois Ax é independente de ∩y∈YAcy e, portanto, pela Proposição 2.3, temos
P (Ax|∩y∈YAcy) = P (Ax) ≤ rx

∏
z∈Γ(x)(1− rz).
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Caṕıtulo 4

O LLL algoŕıtmico

O Lema de Lovász provado no caṕıtulo anterior nos garante a existência de (pelo menos)
um objeto matemático que evita todos os eventos “ruins”, mas não nos diz como en-
contrá-lo. Moser e Tardos ([11]) conseguiram, sob certas condições além das do LLL, um
algoritmo1 que faz exatamente isso. Essencialmente, necessita-se supor que os eventos
“ruins”sejam determinados por um conjunto finito de variáveis aleatórias independentes
discretas, conforme detalhamos nesta seção.

Com o objetivo de definir o algoritmo de Moser-Tardos, definiremos vbl(A) para
eventos (ruins) A ∈ A. Para definirmos vbl, estabeleceremos o que significa um conjunto
ser determinado por um conjunto de funções.

4.1 σ-álgebras e conjuntos determinados por funções

Notação 4.1. Se Ω 6= ∅ e ψ1, ψ2, . . . , ψn forem funções Ω→ R, vamos escrever

[ψ1, . . . , ψn satisfazem certa propriedade]

no lugar de

{ω ∈ Ω : ψ1(ω), . . . , ψn(ω) satisfazem a tal propriedade}.

Por exemplo,
[ψ1 ≤ 5] := {ω ∈ Ω : ψ1(ω) ≤ 5},

[ψ1 < 9, ψ2 ∈ {1, 3, 15, 42}] := {ω ∈ Ω : ψ1(ω) < 9 e ψ2(ω) ∈ {1, 3, 15, 42}}.
As v́ırgulas na expressão entre colchetes devem ser interpretadas como e’s lógicos.

Além disso, se estivermos trabalhando com um espaço de probabilidade (Ω,F , P ) e
tivermos

[ψ1, . . . , ψn satisfazem a tal propriedade] ∈ F ,
então poderemos escrever

P (ψ1, . . . , ψn satisfazem certa propriedade)

1Conforme o restante da literatura, não provemos uma definição formal para o termo algoritmo.
Supomos a familiaridade do leitor com o conceito, dando apenas a seguinte definição informal: “Um
algoritmo é uma n-upla de instruções. Uma instrução pode consistir em, dentre outra coisas: atribuir um
valor a uma variável (‘x recebe 7+y’), pular para outra instrução (‘vá para a terceira instrução se x > 5’)
e fazer um sorteio (‘sorteie um valor para a variável aleatória ψ de acordo com sua distribuição’).”Note
que loops podem ser traduzidos para saltos condicionais para o algoritmo ficar condizente com a definição.

9



10 CAPÍTULO 4. O LLL ALGORÍTMICO

no lugar de
P ([ψ1, . . . , ψn satisfazem a tal propriedade]).

Notação 4.2. Fixe um conjunto não-vazio Ω. A σ-álgebra gerada por um conjunto
C ⊆ P(Ω) é denotada por σ(C). Vamos sobrecarregar a notação e denotar a σ-álgebra
gerada por um conjunto Ψ de funções ψ : Ω → R por σ(Ψ). Supomos que o leitor já
esteja familiarizado com esses conceitos, mas lembramos que

σ(C) :=
⋂

G é σ-álgebra de Ω e C⊆G

G

é a menor sigma-álgebra de Ω que contém C (i.é., que torna os elementos de C men-
suráveis), e que

σ(Ψ) := σ({[ψ < α] : ψ ∈ Ψ, α ∈ R})

é a menor sigma-álgebra de Ω que torna todas as funções de Ψ variáveis aleatórias (i.é.,
mensuráveis).

Definição 4.3. Sejam Ω um conjunto não-vazio e Ψ um conjunto (possivelmente vazio)
de funções ψ : Ω → R. Uma configuração de Ψ (ou das funções em Ψ) é uma função
f : Ψ→ R tal que f(ψ) ∈ Im(ψ) ∀ψ ∈ Ψ.

Por exemplo, suponha que Ψ = {ψ1, ψ2, ψ3} e que as ψ assumem valores em {0, 1, 2}.
Então, para cada ω ∈ Ω, é posśıvel, em prinćıpio, que (ψ1(ω), ψ2(ω), ψ3(ω)) seja igual a
(0, 0, 0) ou (0, 0, 1) ou . . . (2, 2, 1) ou (2, 2, 2). Esses vetores são as configurações de Ψ.
(Estritamente falando, teŕıamos de escrever os vetores em termos de funções Ψ→ R.)

Definição 4.4. Sejam Ω um conjunto não-vazio e Ψ um conjunto (possivelmente vazio)
de funções ψ : Ω→ R. Dizemos que A ⊆ Ω é determinado por Ψ (ou pelas funções em Ψ)
se para toda configuração f : Ψ → R de Ψ, o conjunto {ω ∈ Ω : ψ(ω) = f(ψ) ∀ψ ∈ Ψ}
está contido em A ou em Ac.

Intuitivamente, isso significa que sempre que soubermos os valores que as ψ ∈ Ψ
assumem (i.é., conhecemos os ψ(ω)), nós consequentemente saberemos se A ocorre ou
não (i.é., se ω ∈ A ou não).

Note que ∅ e Ω são sempre determinados por Ψ e que eles são os únicos quando Ψ = ∅.
Alguns resultados que nos serão úteis:

Proposição 4.5. A é determinado por Ψ se, e somente se, A é uma união (arbitrária)
de conjuntos da forma {ω ∈ Ω : ψ(ω) = f(ψ) ∀ψ ∈ Ψ}, em que f é configuração.

Demonstração. Basta usar o fato de que a famı́lia de todos os conjuntos da forma {ω ∈
Ω : ψ(ω) = f(ψ) ∀ψ ∈ Ψ} é uma partição de Ω (estamos permitindo, aqui, que uma
partição tenha o vazio como elemento).

Proposição 4.6. Todo elemento de σ(Ψ) é determinado por Ψ.

Demonstração. (Note que o caso Ψ = ∅ é trivial, então podemos esquecê-lo para facilitar
o pensamento.)

Como σ(Ψ) é a menor σ-álgebra que torna todas as ψ ∈ Ψ mensuráveis, basta mos-
trarmos que a famı́lia F de conjuntos determinados por Ψ forma uma σ-álgebra que torna
todas as ψ ∈ Ψ mensuráveis.
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Pela proposição anterior, F é a famı́lia de conjuntos A que podem ser escritos como
uma união (arbitrária) de conjuntos da forma {ω ∈ Ω : ψ(ω) = f(ψ) ∀ψ ∈ Ψ}, com f
configuração de Ψ.

Como o vazio pode ser escrito como uma união sobre um conjunto vazio de ı́ndices,
segue que ∅ ∈ F . Além disso, uma união arbitrária (em particular, uma enumerável)
de conjuntos A que, por sua vez, são uniões arbitrárias de conjuntos da forma {ω ∈
Ω : ψ(ω) = f(ψ) ∀ψ ∈ Ψ} pode ser escrita como uma união arbitrária (uma só) de
conjuntos dessa forma. Dáı F é fechado em relação a uniões arbitrárias e, em particular,
uniões enumeráveis. Para concluirmos que F é uma σ-álgebra, basta provarmos que o
complemento de todo A ∈ F está em F . De fato, escreva A =

⋃
i∈I{ω ∈ Ω : ψ(ω) =

fi(ψ) ∀ψ ∈ Ψ}. Dáı Ac =
⋃
j∈J{ω ∈ Ω : ψ(ω) = gj(ψ) ∀ψ ∈ Ψ}, em que {gj}j∈J é o

conjunto de todas as configurações de Ψ que não estão em {fi}i∈I
Agora falta mostrarmos que F torna todas as ψ ∈ Ψ mensuráveis. Ora, dados ψ0 ∈ Ψ

e α ∈ R, temos [ψ0 < α] =
⋃
k∈K{ω ∈ Ω : ψ(ω) = hk(ψ) ∀ψ ∈ Ψ} ∈ F , onde {hk}k∈K é o

conjunto de todas as configurações h de Ψ tais que h(ψ0) < α.
(Acidentalmente, F também é uma topologia para Ω.)

A contenção oposta à da proposição anterior vale, com duas hipóteses adicionais.

Proposição 4.7. Se Ψ é enumerável e o conjunto das configurações de Ψ também, então
todo conjunto A ⊆ Ω determinado por Ψ está em σ(Ψ). Em particular, se Ψ é finito e
a imagem de cada ψ ∈ Ψ é enumerável, então todo conjunto A ⊆ Ω determinado por Ψ
está em σ(Ψ).

Demonstração. (Note que o caso Ψ = ∅ é trivial, então podemos esquecê-lo para facilitar
o pensamento.)

Seja A ⊆ Ω determinado por Ψ. Escreva, através da Proposição 4.5, A =
⋃
i∈I{ω ∈

Ω : ψ(ω) = fi(ψ) ∀ψ ∈ Ψ}, em que as fi são configurações de Ψ. Como o conjunto
das configurações é enumerável, podemos supor I enumerável. Como σ(Ψ) é fechado em
relação a uniões enumeráveis, basta mostrarmos que cada {ω ∈ Ω : ψ(ω) = fi(ψ) ∀ψ ∈ Ψ}
está em σ(Ψ).

Mas {ω ∈ Ω : ψ(ω) = fi(ψ) ∀ψ ∈ Ψ} =
⋂
ψ∈Ψ{ω ∈ Ω : ψ(ω) = fi(ψ)}. Esta

intersecção é enumerável, pois Ψ o é, donde, pelo fato de σ(Ψ) ser fechado em relação a
intersecções enumeráveis, basta mostrarmos que para cada i ∈ I e cada ψ ∈ Ψ, temos
{ω ∈ Ω : ψ(ω) = fi(ψ)} ∈ σ(Ψ).

De fato, {ω ∈ Ω : ψ(ω) = fi(ψ)} = ψ−1(fi(ψ)) é a pré-imagem de um ponto e,
portanto, a pré-imagem de um boreliano de R, de modo que ψ−1(fi(ψ)) ∈ σ(Ψ) é uma
condição necessária para que σ(Ψ) realmente torne as ψ ∈ Ψ mensuráveis.

O caso particular vem do fato de que, quando Ψ é finito, o conjunto de configurações
de Ψ está, da maneira natural, em bijeção com o produto cartesiano (finito) das imagens
das ψ ∈ Ψ. O produto cartesiano finito de conjuntos enumeráveis é, como se sabe,
enumerável. Portanto, as hipóteses do caso particular implicam as do caso geral.

4.2 Definindo vbl

Definição 4.8. Sejam Ω um conjunto não-vazio e Ψ um conjunto de funções ψ : Ω→ R.
Dizemos que uma configuração f : Ψ→ R é fact́ıvel se {ω ∈ Ω : ψ(ω) = f(ψ) ∀ψ ∈ Ψ} 6=
∅.
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Lema 4.9. Sejam Ω um conjunto não-vazio e S, T conjuntos (possivelmente vazios ou
infinitos) de funções ψ : Ω→ R. Suponha que toda configuração de S ∪ T é fact́ıvel. Se
A é determinado por S e por T , separadamente, então A é determinado por S ∩ T .

Demonstração. Queremos mostrar que para toda configuração f : S ∩ T → R de S ∩ T ,
temos que {ω ∈ Ω : ψ(ω) = f(ψ) ∀ψ ∈ S ∩ T} está contido em A ou em Ac.

Se {ω ∈ Ω : ψ(ω) = f(ψ) ∀ψ ∈ S ∩ T} ⊆ Ac, acabamos. Suponhamos, então
{ω ∈ Ω : ψ(ω) = f(ψ) ∀ψ ∈ S ∩ T} ∩ A 6= ∅, ou seja, que existe ωA ∈ {ω ∈ Ω : ψ(ω) =
f(ψ) ∀ψ ∈ S ∩ T} ∩ A. Mostremos que {ω ∈ Ω : ψ(ω) = f(ψ) ∀ψ ∈ S ∩ T} ⊆ A.

Observe que B := {ω ∈ Ω : ψ(ω) = ψ(ωA) ∀ψ ∈ S} = {ω ∈ Ω : ψ(ω) = ω∗A(ψ) ∀ψ ∈
S}, onde ω∗A : S → R é dada por ω∗A(ψ) = ψ(ωA) ∀ψ ∈ S. Dáı, como A é determinado
por S e ωA ∈ B, temos B ⊆ A.

Seja ω0 ∈ {ω ∈ Ω : ψ(ω) = f(ψ) ∀ψ ∈ S ∩ T}. Mostremos que ω0 ∈ A.
Defina a configuração g : S ∪ T → R por g(ψ) = ψ(ωA) se ψ ∈ S e g(ψ) = ψ(ω0)

se ψ ∈ T \ S. Essa configuração é, por hipótese, fact́ıvel, então existe ω1 ∈ Ω tal que
ψ(ω1) = g(ψ) ∀ψ ∈ S ∪ T .

Note que ω0, ω1 ∈ {ω ∈ Ω : ψ(ω) = g|T (ψ) ∀ψ ∈ T}. Como T determina A, segue
que, para concluirmos que ω0 ∈ A, basta mostrarmos que ω1 ∈ A.

Ora, ω1 ∈ B ⊆ A, concluindo a demonstração.

Lema 4.10. Sejam Ω um conjunto não-vazio e T1, T2, . . . , Tn (n ≥ 1) conjuntos (possi-
velmente vazios ou infinitos) de funções ψ : Ω → R. Suponha que toda configuração de
T1 ∪ T2 ∪ . . . ∪ Tn seja fact́ıvel. Se A é determinado por T1, T2, . . . , Tn separadamente,
então A é determinado por T1 ∩ T2 ∩ . . . ∩ Tn.

Demonstração. O caso n = 1 é trivial e o caso n = 2 segue do lema anterior. Suponha
que valha para n − 1; mostremos que vale para n ≥ 3. Note, primeiramente, que se
X ⊆ T1 ∪ T2 ∪ . . . ∪ Tn, então toda configuração de X é fact́ıvel, porque, dada uma
configuração f : X → R, temos {ω ∈ Ω : ψ(ω) = f(ψ) ∀ψ ∈ X} ⊇ {ω ∈ Ω : ψ(ω) =
f ∗(ψ) ∀ψ ∈ T1 ∪ . . . ∪ Tn} 6= ∅, onde f ∗ : T1 ∪ . . . ∪ Tn → R é definida por f ∗(ψ) = f(ψ)
se ψ ∈ X e f ∗(ψ) := “uma escolha de valor em Im(ψ)”se ψ ∈ T1 ∪ . . . ∪ Tn \X (estamos
usando o axioma da escolha se T1 ∪ . . . ∪ Tn \X é infinito).

Aplicando a observação acima para X := T1 ∩ . . .∩ Tn−1, podemos usar a hipótese de
indução, obtendo que A é determinado por (T1 ∩ T2 ∩ . . .∩ Tn−1). Também sabemos, por
hipótese, que A é determinado por Tn.

Agora, aplicando a observação para X := (T1 ∩ . . .∩Tn−1)∪Tn, podemos usar o lema
anterior, obtendo que A é determinado por T1∩T2∩. . .∩Tn = (T1∩T2∩. . .∩Tn−1)∩Tn.

Definição 4.11. Sejam Ω um conjunto não-vazio e Ψ um conjunto finito (possivelmente
vazio) de funções ψ : Ω → R, tal que toda configuração de Ψ é fact́ıvel. Seja A ⊆ Ω
determinado por Ψ. Definimos vbl(A) como o menor conjunto (com respeito a ⊆) S ⊆ Ψ
que determina A.

Demonstração. Temos de mostrar que tal S sempre existe (e é único, mas a unicidade é
óbvia). Defina S como a intersecção de todos os conjuntos T ⊆ Ψ que determinam A.
Como Ψ é finito e, portanto, P(Ψ) é finito, podemos enumerar esses T como T1, T2, . . . , Tn.
Temos n ≥ 1, pois Ψ é um desses T . Note que S está contido em todos os T ⊆ Ψ que
determinam A, de modo que, se S determina A, então S é o menor subconjunto de Ψ que
determina A. Basta, portanto, mostrarmos que S determina A. Ora S = T1 ∩ . . . ∩ Tn,
cada Ti determina A, T1∪ . . .∪Tn = Ψ e toda configuração de Ψ é, por hipótese, fact́ıvel:
então, pelo lema anterior, S determina A.
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4.3 O algoritmo de Moser-Tardos

O algoritmo de Moser-Tardos é definido da seguinte forma:
Entrada:

• um espaço de probabilidade (Ω,F , P )

• um conjunto finito não-vazio Ψ de variáveis aleatórias discretas independentes ψ :
Ω→ R tais que para todo v ∈ Im(ψ) vale P (ψ = v) > 0

• uma famı́lia finita não-vazia A de eventos determinados por Ψ

• o valor vbl(A) para cada A ∈ A

• um algoritmo sorteia(Ω′,F ′, P ′, ψ′) que recebe um espaço de probabilidade (Ω′,F ′, P ′)
e uma variável aleatória ψ′, e retorna um valor sorteado para ψ′ de acordo com sua
distribuição

• um algoritmo ocorre(Ω′,Ψ′, (v′ψ′)ψ′∈Ψ′ , A
′) que recebe um conjunto Ω′ 6= ∅, um con-

junto finito e não-vazio Ψ′ de funções ψ′ : Ω′ → R, uma configuração (v′ψ′)ψ′∈Ψ′

de Ψ′ e A′ ⊆ Ω′, e retorna 1 se {ω′ ∈ Ω′ : ψ′(ω′) = v′ψ′ ∀ψ′ ∈ Ψ′} ⊆ A′ e 0 caso
contrário

Instruções:

• para cada ψ ∈ Ψ, faça vψ := sorteia(Ω,F , P, ψ)

• enquanto existir A ∈ A tal que ocorre(Ω,Ψ, (vψ)ψ∈Ψ, A) == 1, faça:

– escolha um tal A arbitrariamente (determińıstica ou aleatoriamente)

– (reamostramos A) para cada ψ ∈ vbl(A), faça vψ := sorteia(Ω,F , P, ψ)

• retorne (vψ)ψ∈Ψ

Demonstração. Façamos algumas observações que garantem que o algoritmo está bem
definido.

Mostremos que vbl está bem definido para A ∈ A: queremos verificar que toda
configuração de Ψ é fact́ıvel. De fato, para toda configuração f : Ψ→ R, temos P ({ω ∈
Ω : ψ(ω) = f(ψ) ∀ψ ∈ Ψ}) = P (

⋂
ψ∈Ψ{ω ∈ Ω : ψ(ω) = f(ψ)}) =

∏
ψ∈Ψ P ({ω ∈

Ω : ψ(ω) = f(ψ)}) > 0 (pois cada multiplicando é positivo), donde {ω ∈ Ω : ψ(ω) =
f(ψ) ∀ψ ∈ Ψ} 6= ∅.

Como Ψ e vbl(A) são finitos (embora este último, em prinćıpio, possa ser vazio), faz
sentido executar instruções para cada ψ ∈ Ψ e para cada ψ ∈ vbl(A).

Observação 4.12. A condição de que as variáveis aleatórias ψ ∈ Ψ são discretas é
redundante.

Demonstração. Usaremos, sem demonstração, o seguinte resultado de Análise na Reta:

Lema 4.13. Seja {xv : v ∈ Λ} ⊆ [0,+∞). Defina
∑∗

v∈Λ xv := supF⊆Λ,|F |<+∞
∑

v∈F xv ∈
[0,+∞]. Se

∑∗
v∈Λ xv < +∞, então {v ∈ Λ : xv > 0} é enumerável.
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Note que

∗∑
v∈Im(ψ)

P (ψ = v) = sup
F⊆Im(ψ),|F |<+∞

∑
v∈F

P (ψ = v) = sup
F⊆Im(ψ),|F |<+∞

P (ψ ∈ F ) ≤ 1 < +∞,

donde, pelo lema acima, {v ∈ Im(ψ) : P (ψ = v) > 0} é enumerável. Como para
todo v ∈ Im(ψ) vale P (ψ = v) > 0, segue que Im(ψ) = {v ∈ Im(ψ) : P (ψ = v) > 0} é
enumerável e, em particular, ψ é discreta.

Observe que o algoritmo de Moser-Tardos pode não parar. Porém, se ele para, então
ele retorna uma configuração (vψ)ψ∈Ψ tal que ocorre(Ω,Ψ, (vψ)ψ∈Ψ, A) == 0 para todo
A ∈ A. Pela definição do algoritmo ocorre, temos que {ω ∈ Ω : ψ(ω) = vψ ∀ψ ∈ Ψ} * A,
donde, pelo fato de A ser determinado por Ψ, {ω ∈ Ω : ψ(ω) = vψ ∀ψ ∈ Ψ} ⊆ Ac. Assim,⋂
A∈AA

c ⊇ {ω ∈ Ω : ψ(ω) = vψ ∀ψ ∈ Ψ} e P (
⋂
A∈AA

c) ≥ P ({ω ∈ Ω : ψ(ω) = vψ ∀ψ ∈
Ψ}) = P (

⋂
ψ∈Ψ{ω ∈ Ω : ψ(ω) = vψ}) =

∏
ψ∈Ψ P ({ω ∈ Ω : ψ(ω) = vψ}) > 0 (pois cada

multiplicando é positivo).
Ou seja, o algoritmo, se para, encontra uma configuração das variáveis aleatórias

que evita todos os eventos ruins, garantindo, consequentemente, que a probabilidade de
nenhum evento ruim ocorrer é positiva.

De agora em diante, salvo menção em contrário, Ω,F , P,Ψ, vbl,A são como na entrada
do algoritmo de M-T.

Observação 4.14. Suponha que A = {Ax : x ∈ X}.
Defina o grafo G = (X,E) por E = {{x, y} ⊆ X : x 6= y e vbl(Ax) ∩ vbl(Ay) 6= ∅}.

Então G é um grafo de dependência para a famı́lia de eventos (indexados por X) (Ax)x∈X

Demonstração. Seja x ∈ X. Mostremos que Ax é mutuamente independente da famı́lia
de eventos Z := {Az : z ∈ X \ Γ∗(x)}. Seja Y ⊆ Z. Queremos mostrar que P (Ax ∩⋂
y∈Y Ay) = P (Ax)P (

⋂
y∈Y Ay). (Note que o caso Y = ∅ é trivial, então podemos ignorá-

lo.) Pela Proposição 4.7 (podemos usar tal proposição porque Ψ é finito e, como vimos
na demonstração da Observação 4.12, a imagem de cada ψ ∈ Ψ é enumerável), temos
que cada Ay está em σ(vbl(Ay)) ⊆ σ(

⋃
y∈Y vbl(Ay)). Analogamente, Ax ∈ σ(vbl(Ax)).

Como σ(
⋃
y∈y vbl(Ay)) é fechado em relação a intersecções finitas, segue que

⋂
y∈Y Ay ∈

σ(
⋃
y∈y vbl(Ay)), donde, pela Proposição 4.6,

⋂
y∈Y Ay é determinado por

⋃
y∈y vbl(Ay).

Ponhamos A :=
⋂
y∈Y Ay. Temos, pela Proposição 4.5, que

A =
N⋃
j=1

{ω ∈ Ω : ψ(ω) = gj(ψ) ∀ψ ∈
⋃
y∈Y

vbl(Ay)}

para certas configurações gj de
⋃
y∈Y vbl(Ay) e certo N ∈ {0, 1, 2, . . .} ∪ {∞}. (Note que

sabemos que a união é enumerável, porque
⋃
y∈Y vbl(Ay) ⊆ Ψ é finito e cada ψ ∈ Ψ tem

imagem enumerável). Podemos supor que os gj são distintos e que, portanto, a união é

disjunta. Analogamente, Ax =
⋃M
i=1{ω ∈ Ω : ψ(ω) = fi(ψ) ∀ψ ∈ vbl(Ax)}, em que os

fi são configurações de vbl(Ax). Além disso, podemos, novamente, supor fi distintos e a
união, disjunta.

Vamos fazer a prova no caso N = M = ∞, já que se lida com os demais casos de
maneira semelhante. Usando o seguinte
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Lema 4.15. Se (xn)n∈N, (ym)m∈N são sequências em [0,+∞], então
∑∞

n=1

∑∞
m=1 xnym =

(
∑∞

n=1 xn)(
∑∞

m=1 ym), onde se convenciona, como de costume em Teoria da Medida, que
0 · ∞ = 0

temos que

P (Ax ∩ A)

=P (
∞⋃
i=1

[ψ = fi(ψ) ∀ψ ∈ vbl(Ax)] ∩
∞⋃
j=1

[ψ = gj(ψ) ∀ψ ∈
⋃
y∈Y

vbl(Ay)])

=P (
∞⋃
i=1

∞⋃
j=1

[ψ = fi(ψ) ∀ψ ∈ vbl(Ax)] ∩ [ψ = gj(ψ) ∀ψ ∈
⋃
y∈Y

vbl(Ay)])

=
∞∑
i=1

∞∑
j=1

P ([ψ = fi(ψ) ∀ψ ∈ vbl(Ax)] ∩ [ψ = gj(ψ) ∀ψ ∈
⋃
y∈Y

vbl(Ay)])

=
∞∑
i=1

∞∑
j=1

∏
ψ∈vbl(Ax)∪

⋃
y∈Y vbl(Ay)

P (ψ = fi(ψ) se ψ ∈ vbl(Ax), ψ = gj(ψ) se ψ ∈
⋃
y∈Y

vbl(Ay))

=
∞∑
i=1

∞∑
j=1

P (ψ = fi(ψ) ∀ψ ∈ vbl(Ax))P (ψ = gj(ψ) ∀ψ ∈
⋃
y∈Y

vbl(Ay))

=4.15(
∞∑
i=1

P (ψ = fi(ψ) ∀ψ ∈ vbl(Ax))(
∞∑
j=1

P (ψ = gj(ψ) ∀ψ ∈
⋃
y∈Y

vbl(Ay)))

=P (
∞⋃
i=1

[ψ = fi(ψ) ∀ψ ∈ vbl(Ax)])P (
∞⋃
j=1

[ψ = gj(ψ) ∀ψ ∈
⋃
y∈Y

vbl(Ay))

=P (Ax)P (A)

Essa observação nos diz que o teorema de Moser-Tardos abaixo tem hipóteses no
mı́nimo tão fortes quanto as do LLL com grafos de dependência. O que torna o teorema
interessante é que ele nos dá um algoritmo para encontrar um objeto que evita todos os
eventos ruins.

Teorema 4.16 (Moser-Tardos). Suponha que A = {Ax : x ∈ X} (onde, para evitarmos
trivialidades, os Ax são supostos distintos) e que o grafo G é definido como na observação
anterior. Se existem (rx)x∈X em [0, 1) tais que, para todo x ∈ X,

P (Ax) ≤ rx
∏

z∈Γ(x)

(1− rz),

então o algoritmo de Moser-Tardos reamostra um evento Ax, em média, no máximo
µx = rx/(1 − rx) vezes. Em particular, existe uma configuração das variáveis aleatórias
ψ ∈ Ψ tal que nenhum dos eventos ruins Ax ocorre.

Devido à aleatoriedade do algoritmo de Moser-Tardos, vê-se facilmente que o algo-
ritmo pode não parar. Contudo, a tese do Teorema M-T nos diz que a esperança do



16 CAPÍTULO 4. O LLL ALGORÍTMICO

número total de reamostragens não ultrapassa
∑

x∈X µx < +∞. Isso implica que a pro-
babilidade do número total de reamostragens ser +∞, isto é, de o algoritmo não parar,
é zero. Ademais, como a probabilidade do algoritmo parar é 1, temos que o evento “O
algoritmo encontra uma configuração de Ψ tal que nenhum evento ruim ocorre” é não-
vazio. Dáı segue a afirmação que segue a expressão “em particular” no enunciado do
Teorema M-T.

Observação 4.17. Nenhum evento ruim é igual a Ω, pois P (Ax) ≤ rx
∏

z∈Γ(x)(1− rz) ≤
rx < 1, para todo x ∈ X. Além disso, se algum Ax for o evento vazio, então ele nunca
será reamostrado, pois nunca ocorrerá.

Observação 4.18. Podemos supor que rx 6= 0 para todo x ∈ X, porque, se existir
y ∈ X tal que ry = 0, então P (Ay) = 0, donde, pelo fato de Ay ser determinado por Ψ (e,
portanto, ser uma união de eventos-configurações de Ψ) e, por toda configuração de Ψ ter
probabilidade positiva de ocorrer, teŕıamos Ay = ∅. Observando que o comportamento
do algoritmo de M-T em {Ax : x ∈ X} é o mesmo que em {Ax : x ∈ X, x 6= y}, exceto
pela inicialização das variáveis aleatórias, conclúımos que podemos supor que nenhum Ax
é vazio e que, portanto, nenhum rx vale zero.

4.4 Demonstração do Teorema M-T

Observemos, primeiramente, que o que chamamos de “algoritmo de Moser-Tardos” é, na
verdade, uma coleção de algoritmos. Isso porque não especificamos o método de escolha
do evento a ser reamostrado. Assim, vamos provar, na verdade, que qualquer algoritmo
nessa coleção satisfaz a tese do Teorema Moser-Tardos. Doravante, supomos fixado o
método de escolha.

Precisaremos de várias definições. Seguiremos [21] e [11].

4.4.1 Definições

Denotemos por Nx a variável aleatória que nos dá o número, em N ∪ {0,+∞}, de rea-
mostragens do evento Ax. Ponha N :=

∑
x∈X Nx.

Definimos o registro de uma execução do algoritmo de M-T como a função C : {n ∈
N : n ≤ N} → X que, para cada número n em seu domı́nio, nos dá o único x em X tal
que o evento Ax foi reamostrado na n-ésima reamostragem.

Todos os grafos neste texto são supostos finitos, salvo menção em contrário. Denota-
mos por V (G) o conjunto de vértices do grafo G e por E(G) o conjunto de elos do grafo
G.

Pela inconsistência da literatura nas definições de caminhos, estabelecemos, aqui, que
um caminho num grafo G é uma sequência de vértices (u1, u2, . . . , un), n ∈ N, tal que,
para todo i ∈ {1, 2, . . . , n−1}, vale que {ui, ui+1} é um elo de G. Dizemos que o caminho
é de u1 a un. O caminho é dito simples se todos os ui são distintos (inclusive o primeiro
e o último).

Definimos, para cada n ∈ {3, 4, . . .}, Cn como o grafo com conjunto de vértices
{1, 2, . . . , n} e com conjunto de elos {{i, i+ 1} : i = 1, 2, . . . , n− 1} ∪ {{n, 1}}.

Um grafo é aćıclico se não é verdade que ele possui um subgrafo isomorfo a algum
Cn.
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Uma árvore enraizada é um par t = (t0, r) em que t0 é uma árvore (grafo conexo e
aćıclico) e r é um vértice de t0 chamado de raiz de t. Chamamos de vértices de t os
vértices de t0, pondo V (t) := V (t0).

Como se sabe, numa árvore, dados quaisquer vértices u, v, existe um único caminho
simples de u a v. Em particular, numa árvore enraizada, existe um único caminho de
cada vértice u até a raiz r. Se u não é a raiz, então tal caminho não é trivial (isto é,
envolve mais de um vértice) e seu segundo vértice é chamado de pai de u. Dizemos que
u é filho de v se v é pai de u. Dizemos que u é descendente de v (e que v é ancestral de
u) se v é diferente de u e está no caminho simples que liga u à raiz.

Uma árvore rotulada é um par τ = (t, σ) em que t é uma árvore enraizada e σ : V (t)→
X é uma função. Os elementos de X são denominados rótulos de τ . (Note que o X acima
é o conjunto que indexa os eventos ruins. Portanto, a definição de árvore rotulada está
amarrada ao contexto dado pelas hipóteses do Teorema M-T.) Pomos V (τ) := V (t), de
modo que os vértices de τ são precisamente os vértices de t.

Uma árvore testemunha é uma árvore rotulada (t, σ) tal que, para todo vértice u de
t, temos que os filhos de u têm rótulos em Γ∗(σ(u)). A árvore testemunha é dita própria
se, para todo vértice u, os rótulos dos filhos de u são distintos.

Finalmente, se u é um vértice de uma árvore enraizada ou árvore rotulada, então
definimos a profundidade de u como d(u) := “distância de u até a raiz de t”. Assim, a
profundidade da raiz é zero, a profundidade dos filhos da raiz é 1, etc.

4.4.2 Construindo árvores testemunha a partir do registro C

Para cada n ∈ N, definiremos uma árvore testemunha τ(n), associada às n primeiras
reamostragens feitas pelo algoritmo.

Definimos, primeiro, τn(n) como a árvore com apenas um vértice (portanto, a raiz)
rotulado C(n). Claramente, τn(n) é uma árvore testemunha. Note que, na verdade, tal
árvore não é única, pois podemos escolher os nomes de cada vértice arbitrariamente. Para
evitar tal problema, escolhemos, para cada classe de equivalência de árvores (dada pela
relação de equivalência do isomorfismo de grafos) (note que a classe de equivalência não
é um conjunto, isto é, é uma classe própria), uma árvore na classe e supomos que sempre
que consideramos uma árvore dessa classe, estamos falando da árvore escolhida.

Agora, para cada i = n−1, n−2, . . . , 2, 1 constrúımos τi(n) a partir de τi+1(n) assim:
se existe vértice v de τi+1(n) tal que C(i) ∈ Γ∗(σ(v)), então escolhemos um tal v que
maximize d(v) e chamamos de τi(n) a árvore τi+1(n) com um vértice filho a mais para v
rotulado C(i). Se houver mais de um v maximizando d(v), a escolha é feita de maneira
arbitrária (por exemplo, escolhendo o v com o menor valor (podemos fazer isso porque
estamos supondo que as árvores tem números naturais como vértices)). Se não existir
nenhum v com tal propriedade, pomos τi(n) := τi+1(n).

Finalmente, definimos τ(n) := τ1(n). Note que τ(n) é, de fato, uma árvore tes-
temunha, pois τn(n) é uma árvore testemunha e, pela construção acima, para cada
i = 1, 2, . . . , n− 1, se τi+1(n) é uma árvore testemunha, então τi(n) também é.

Dizemos que uma árvore testemunha τ ocorre no registro C se existe n ∈ N tal que
τ = τ(n).
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4.4.3 Propriedades da construção

Lema 4.19. Se τ é uma árvore testemunha e C é um registro, e se τ ocorre em C,
então, para quaisquer vértices u, v com d(u) = d(v), temos que vbl(Aσ(u)) é disjunto de
vbl(Aσ(v)). Em particular, os filhos de cada vértice são independentes. Em particular, τ
é própria.

Demonstração. Existe n ∈ N tal que τ = τ(n). Definamos, para cada vértice w de τ ,
i(w) como o maior número em {1, 2, . . . , n} tal que w é vértice de τi(w)(n). Sejam u, v
vértices de τ com d(u) = d(v). Suponhamos, sem perda de generalidade, que i(u) < i(v).
Suponhamos, por absurdo, que vbl(Aσ(u)) ∩ vbl(Aσ(v)) 6= ∅. Então, ao acrescentarmos o
vértice u a τi(u)+1 para construir τi(u), nós, conforme a construção descrita anteriormente,
colocaŕıamos u como filho de um vértice w tal que C(i(u)) ∈ Γ∗(σ(w)) (de modo a
maximizar d(w)). Ora, o vértice v é tal que C(i(u)) = σ(u) ∈ Γ∗(σ(v)), então temos que
d(u) = dτi(u)(u) ≥ dτi(u)(v) + 1 = d(v) + 1, uma contradição.

Para ver que os filhos de cada vértice são independentes, observe o seguinte: todos os
filhos têm a mesma profundidade em τ , donde, pelo que acabamos de provar, têm vbl’s
disjuntos. Ora, isso significa que o conjunto {σ(f) : f é filho de u} não tem elos entre
seus elementos no grafo de dependência G, o que implica que os eventos correspondentes
são independentes (se houver apenas um ou menos eventos, é trivial; caso contrário,
escolhemos um desses eventos e usamos o fato de que ele é mutuamente independente da
famı́lia formada pelo restante dos eventos).

Agora, τ é própria porque dois filhos com mesmo rótulo seriam dependentes: lembre
que um evento é independente de si mesmo se, e somente se, tem probabilidade zero ou
um. Pela observação 4.17, os rótulos das árvores testemunha constrúıdas nunca corres-
pondem a tais eventos (estamos usando que, como Ψ é um conjunto de variáveis aleatórias
independentes com P (ψ = v) > 0 para todo v ∈ Im(ψ) e toda ψ ∈ Ψ, temos que toda
configuração de Ψ tem probabilidade positiva e, portanto, pelo fato de todos os eventos
ruins serem determinados por Ψ, segue que todos os eventos ruins de probabilidade zero
ou um são vazios ou iguais a Ω).

4.4.4 Controlando a probabilidade de ocorrência de uma árvore
testemunha

Lema 4.20. Se τ é uma árvore testemunha e C é um registro (note que C é aleatório,
enquanto τ está fixa), então

P (τ ocorrer em C) ≤
∏

v∈V (t)

P (Aσ(v))

Demonstração. Defina o seguinte procedimento, chamado τ -check: em ordem decrescente
de profundidade, percorra todos os vértices v de τ e gere uma configuração para as
variáveis em vbl(Aσ(v)), de acordo com suas distribuições e de maneira independente de
quaisquer outros sorteios, e verifique se o evento Aσ(v) ocorre. Dizemos que o τ -check
passa se Aσ(v) ocorreu para todos os v.

Note que a probabilidade do τ -check passar é exatamente
∏

v∈V (t) P (Aσ(v)).
De maneira intuitiva, o que faremos agora é provar que, em certo sentido, sempre que

τ ocorre em C, o τ -check passa. Para tornar isso preciso, primeiro supomos que, antes
da execução do algoritmo de M-T e do τ -check, foi gerada, para cada variável ψ ∈ Ψ,
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uma sequência infinita ψ0, ψ1, ψ2, . . . de valores para ψ, de acordo com sua distribuição e
de maneira independente.

Agora, supomos que τ -check e o algoritmo de M-T usam essas sequências como fontes
para a geração de valores para as variáveis aleatórias: isto é, toda vez que esses algoritmos
precisam de novos valores para uma variável aleatória ψ, eles tomam o próximo valor ψi
não usado.

Vamos mostrar que, sob essas condições (que, como se vê, não alteram o comporta-
mento dos procedimentos), se τ ocorre em C, então o τ -check passa, o que implicará na
conclusão do lema.

Suponha que τ = τ(n), para certo n ∈ N. Seja v um vértice de τ . Queremos mostrar
que, durante o τ -check, a configuração de vbl(Aσ(v)) faz o evento Aσ(v) ocorrer.

Para cada ψ ∈ vbl(Aσ(v)), defina S(ψ) := {w ∈ V (τ) : d(w) > d(v), ψ ∈ vbl(Aσ(w))}
Observe que o τ -check, para cada ψ ∈ Ψ, por funcionar em ordem decrescente de pro-
fundidade, irá usar um valor novo para ψ para cada vértice em S(ψ) antes de v. Além
disso, o τ -check não passará pelos vértices com profundidade menor do que v antes de
v. Em prinćıpio, seria posśıvel que o τ -check usasse novos valores para ψ ao passar por
vértices de mesma profundidade de v antes de v. Isso não ocorre, porque, pelo Lema
4.19, ψ /∈ vbl(Aσ(w)) para nenhum w ∈ V (τ) com d(w) = d(v). Logo, para toda ψ ∈ Ψ,
o conjunto de todos os vértices de w de τ tais que o τ -check passa por w antes de v e
usa um novo valor para ψ é precisamente S(ψ). Consequentemente, o valor usado pelo
τ -check para ψ na checagem de v é ψ|S(ψ)|.

Note que, como a i(v)-ésima reamostragem feita pelo algoritmo de M-T é do evento
Aσ(v), segue que a configuração das variáveis em vbl(Aσ(v)), após a amostragem inicial e
as i(v)− 1 primeiras reamostragens, faz Aσ(v) ocorrer. Para concluirmos a prova, basta,
portanto, mostrarmos que em tais (re)amostragens, para cada ψ ∈ vbl(Aσ(v)), o algoritmo
de M-T pega valores da fonte para ψ exatamente |S(ψ)| vezes.

Mais precisamente, queremos mostrar que, para toda ψ ∈ vbl(Aσ(v)), vale que |S(ψ)|=
1 + |{k = 1, 2, . . . , i(v)− 1 : ψ ∈ vbl(AC(k))}|. De fato, temos que |S(ψ)|= |{w ∈ V (τ) :
d(w) > d(v), ψ ∈ vbl(Aσ(w))}|= |{i(w) : w ∈ V (τ), d(w) > d(v), ψ ∈ vbl(Aσ(w))}|=∗
|{k = 1, 2, . . . , i(v) − 1, i(v) : ψ ∈ vbl(AC(k))}|= 1 + |{k = 1, 2, . . . , i(v) − 1 : ψ ∈
vbl(AC(k))}

(*) Usamos que os conjuntos de que se toma a cardinalidade são iguais. O da es-
querda está contido no da direita: i(w) < i(v), porque não podemos ter i(w) = i(v) pela
injetividade de i e não podemos ter i(w) > i(v), porque dáı w teria sido inserido antes
na construção de τ e, como vbl(AC(i(w))) tem pelo menos um elemento (a saber, ψ) em
comum com vbl(AC(i(v))), v seria inserido como filho de w ou de algum vértice com pro-
fundidade maior do que w, contradizendo d(w) > d(v). O da direita está contido no da
esquerda: seja k elemento do conjunto da direita; note que, na construção de τ , v já havia
sido inserido antes de ser considerada a inserção de um vértice correspondente à k-ésima
reamostragem do algoritmo de M-T. Como ψ ∈ vbl(AC(k)), segue que, na construção de
τk(n), nós inserimos um vértice w tal que i(w) = k, w é filho de v ou de algum vértice
com profundidade maior do que v (portanto d(w) > d(v)) e o rótulo de w é σ(w) = C(k),
o que implica que ψ ∈ vbl(Aσ(w)).

Para cada x ∈ X, denotaremos por τx o conjunto de todas as árvores testemunha
próprias com raiz rotulada x. Note que τx é enumerável, pois τx =

⋃
n∈N τ

n
x , onde τnx é o

conjunto de todas as árvores testemunha próprias com n vértices, e cada τnx é finito.
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Assim, a soma que consideramos a seguir é uma série, cuja ordem da soma dos seus
termos não importa, já que os somandos são todos não-negativos.

Observação 4.21.

Nx =
∑
τ∈τx

1τ ocorre em C

Demonstração. (≤) Queremos mostrar que se n1 < n2 ≤ N (n1, n2 ∈ N) são tais que
C(n1) = C(n2), então τ(n1) 6= τ(n2). Ora, basta notar que, para cada i = 1, 2, temos que
τ(ni) possui |{n ∈ N : n ≤ ni, C(n) = C(n1)(= C(n2))}| vértices com rótulo C(n1)(=
C(n2)), sendo que esse número é maior para n2 do que para n1.

(≥) Claro.

A observação e o lema acima, juntos, nos permitem controlar a esperança de Nx,
conforme veremos a seguir.

4.4.5 Controlando E(Nx) e concluindo a prova do Teorema M-T

Ponhamos, para encurtar a escrita, r′x := rx
∏

z∈Γ(x)(1− rz) para cada x ∈ X. Note que,
pela última observação, temos que

E(Nx) =
∑
τ∈τx

P (τ ocorrer em C) ≤4.20
∑
τ∈τx

∏
v∈V (τ)

P (Aσ(v)) ≤hipótese
∑
τ∈τx

∏
v∈V (τ)

r′σ(v)

Nosso objetivo, agora, é mostrar que a expressão da direita é menor ou igual a µx =
rx/(1− rx), o que concluirá a demonstração do teorema de M-T.

Para isso, vamos definir, para cada x ∈ X, um processo de ramificação Galton-
Watson para gerar um elemento de τx: na primeira etapa, produzimos uma árvore que
possui apenas um nó (a raiz) com rótulo x. Na n-ésima etapa (n ∈ {2, 3, . . .}), para cada
vértice v gerado na n − 1-ésima etapa e para cada y ∈ Γ∗(σ(v)), inserimos um vértice
rotulado y como filho de v com probabilidade rx (e, portanto, com probabilidade 1− rx,
nós não inserimos nada). Todos os sorteios são feitos de maneira independente. Note que
o processo para se, e somente se, existe n ∈ N tal que todos os sorteios nos fazem não
inserir os vértices. Se o processo para, ele constrói um elemento de τx, como se prova
facilmente por indução.

Para relacionar a cota que queremos obter com o processo de ramificação G-W, vamos
usar o seguinte

Lema 4.22. A probabilidade pτ de que o processo G-W gera τ ∈ τx é

pτ =
1− rx
rx

∏
v∈V (τ)

r′σ(v)

Demonstração. (Note que, pela observação 4.18, sabemos que os denominadores acima
não são zero.)

Defina, para cada v ∈ V (τ), Wv := {y ∈ Γ∗(σ(v)) : nenhum filho de v tem rótulo y}
Observe que o processo G-W gera τ se, e somente se: para todo n ∈ N com n ≥

2, n ≤ “número total de etapas no processo (possivelmente infinito)”, na n-ésima etapa
do processo, para todo v gerado na n − 1-ésima etapa, geramos todos os elementos de
Γ∗(σ(v)) \Wv e não geramos nenhum elemento de Wv. O “se” é claro; vamos justificar
o “somente se”: suponha por absurdo que o “somente se” não valha e tome como n o
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menor número natural tal que existe um vértice v gerado na n − 1-ésima etapa tal que
algum elemento de Γ∗(σ(v)) \Wv não é gerado ou algum elemento de Wv é. Note que,
para todo k ≥ 2, os vértices gerados na etapa k são todos de profundidade k−1 na árvore
gerada final (e também nas árvores intermediárias, claro). Logo, o conjunto de vértices
da árvore gerada por G-W com profundidade n − 1 é diferente do conjunto de vértices
de τ com profundidade n− 1, uma contradição.

Do que acabamos de observar e da independência nos sorteios feitos no processo G-W,
temos (onde r é a raiz de τ):

pτ =
∏
u∈Wr

(1− rσ(u))
∏

v∈V (τ),v 6=r

(rσ(v)

∏
u∈Wv

(1− rσ(u)))

=
1

rx

∏
v∈V (τ)

(rσ(v)

∏
u∈Wv

(1− rσ(u)))

=
1− rx
rx

∏
v∈V (τ)

(
rσ(v)

1− rσ(v)

∏
u∈Γ∗(σ(v))

(1− rσ(u)))

=
1− rx
rx

∏
v∈V (τ)

(rσ(v)

∏
u∈Γ(σ(v))

(1− rσ(u)))

=
1− rx
rx

∏
v∈V (τ)

r′σ(v)

Continuando a sequência de cotas superiores para E(Nx) que fizemos no começo desta
seção:

E(Nx) ≤
∑
τ∈τx

∏
v∈V (τ)

r′σ(v) =
rx

1− rx

∑
τ∈τx

pτ

=
rx

1− rx
P (o processo G-W gerar alguma árvore τ ∈ τx)

≤ rx
1− rx

= µx

Isso conclui a prova do teorema de M-T (4.16)
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Caṕıtulo 5

A região de Shearer

Vimos nos dois caṕıtulos anteriores o LLL clássico e sua versão algoŕıtmica, juntamente
com suas respectivas demonstrações. O lema supõe que os eventos ruins respeitam um
grafo de dependência e nos fornece as condições P (Ax) ≤ rx

∏
z∈Γ(x)(1 − rz) ∀x ∈ X,

suficientes para que evitemos aqueles eventos. Somos naturalmente levados a tentar
trocar os números rx

∏
z∈Γ(x)(1 − rz) por números maiores, de modo a tornar o lema

eficaz para mais eventos.

Definiremos neste caṕıtulo a região de Shearer, que é o limite teórico da região de
eficácia do LLL. No próximo caṕıtulo, veremos critérios melhores que o original e suas
respectivas versões algoŕıtmicas. Será conveniente fazer uma mudança de variáveis no
critério do LLL visto anteriormente para compará-lo com os novos critérios.

5.1 A mudança de variáveis µ = r/(1− r)
O LLL supõe que, para todo x ∈ X, temos a desigualdade

P (Ax) ≤ rx
∏

z∈Γ(x)

(1− rz),

para números (rx)x∈X em [0, 1).

Verifica-se facilmente que a função µ : [0, 1)→ [0,+∞) dada por µ(r) := r/(1− r) é
uma bijeção com inversa r : [0,+∞)→ [0, 1) onde r(µ) = µ/(1 +µ). Note que abusamos
da notação, usando o mesmo śımbolo para as funções e para as variáveis.

Usando as novas variáveis , obtemos o seguinte critério equivalente: “para todo x ∈ X
vale

P (Ax) ≤
µx∑

S⊆Γ∗(x)

∏
z∈S µz

para números (µx)x∈X em [0,+∞)”.

5.2 Reformulando o LLL

A única informação que o LLL precisa é a que está contida no grafo de dependência. Os
eventos em si não são importantes. Para tornar isto mais preciso, fazemos a seguinte
definição:

23
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Definição 5.1. A região de Shearer de uma grafo G = (X,E) é

R(G) := {p ∈ [0, 1)X : para qualquer famı́lia de eventos (Ax)x∈X com P (Ax) = px ∀x ∈ X
e para a qual G é um grafo de dependência, vale P (∩x∈XAcx) > 0}

Temos, então, a seguinte reformulação do LLL tradicional (onde já fizemos a mudança
de variáveis):

Teorema 5.2 (LLL via região de Shearer). Seja G = (X,E) um grafo finito. Então

⋃
µ:X→[0,+∞)

∏
x∈X

[
0,

µx∑
S⊆Γ∗(x)

∏
z∈S µz

]
⊆ R(G)

É natural, dáı, definir informalmente que um Lema de Lovász deve, dado um grafo G,
fornecer uma famı́lia de vetores R = (Rx)x∈X de números reais tais que

∏
x∈X [0, Rx) =

[0, R) ⊆ R(G). No caso do lema acima, temos, para cada µ : X → [0,+∞), um vetor

R = (Rx)x∈X dado por Rx =
µx∑

S⊆Γ∗(x)

∏
z∈S µz

.

Assim, queremos encontrar um critério que preencha a maior parte posśıvel da região
de Shearer.



Caṕıtulo 6

Os novos critérios e suas versões
algoŕıtmicas

6.1 Os critérios BFPS e de Temmel

Explorando uma conexão profunda entre o LLL e o Gás de Rede, é posśıvel traduzir
resultados sobre este para resultados sobre aquele. (Para mais detalhes, ver [13].)

Por este caminho, em 2011, Bissacot, Fernández, Procacci e Scoppola ([6]) melhoraram
o critério do LLL original, com o seguinte teorema:

Teorema 6.1 (LLL BFPS). Seja G = (X,E) um grafo finito. Então⋃
µ:X→[0,+∞)

∏
x∈X

[
0,

µx∑
S⊆Γ∗(x) independente

∏
z∈S µz

]
⊆ R(G)

Similarmente, em 2012, Temmel ([16]) obteve uma melhora do critério BFPS. Para
escrever o critério de modo compacto, introduzimos a seguinte notação:

Notação 6.2. Se µ : X → [0,+∞) e T ⊆ X, então

ΞT (µ) :=
∑

S⊆T independente

∏
z∈S

µz

onde entendemos que um conjunto S ⊆ X é independente se não há elos ij ∈ E com
i, j ∈ S.

Teorema 6.3 (LLL de Temmel). Seja G = (X,E) um grafo finito. Então

⋃
µ:X→[0,+∞)

∏
x∈X

[
0,max{ µx

ΞΓ∗(x)(µ)
,

µx
(1 + µx) maxk∈Γ(x) ΞΓ∗(x)\{k}(µ)

}
)
⊆ R(G)

Note que, de fato, cada critério é uma melhora do anterior (exceto pela troca de
intervalos fechados por semi-abertos), pois

µx∑
S⊆Γ∗(x)

∏
z∈S µz

≤ µx∑
S⊆Γ∗(x) independente

∏
z∈S µz

=
µx

ΞΓ∗(x)(µ)

≤ max{ µx
ΞΓ∗(x)(µ)

,
µx

(1 + µx) maxk∈Γ(x) ΞΓ∗(x)\{k}(µ)
}

vale para qualquer função µ : X → [0,+∞).
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6.2 Algoritmizando os novos critérios

Uma pergunta natural é se o algoritmo de Moser-Tardos também irá parar (com proba-
bilidade 1) sob as hipóteses, mais fracas, de BFPS e de Temmel. Para o primeiro critério,
Pedgen ([12]) obteve uma resposta afirmativa, com uma demonstração muito parecida
com a de Moser e Tardos que vimos anteriormente:

Teorema 6.4 (LLL BFPS algoŕıtmico). Seja A = {Ax : x ∈ X} uma famı́lia finita de
eventos distintos determinados por um conjunto finito Ψ de variáveis aleatórias (discre-
tas) independentes, com P (ψ = v) > 0 ∀v ∈ Im(ψ) ∀ψ ∈ Ψ. Defina o grafo de de-
pendência G = (X,E) para (Ax)x∈X pondo, para x 6= y, xy ∈ E ⇐⇒ vbl(Ax)∩ vbl(Ay) 6=
∅.

Se uma função µ : X → [0,+∞) é tal que, para todo x ∈ X,

P (Ax) ≤
µx

ΞΓ∗(x)(µ)
,

então o algoritmo de Moser-Tardos reamostra um evento Ax, em média, no máximo µx
vezes. Em particular, existe uma configuração das variáveis aleatórias ψ ∈ Ψ que evita
os eventos ruins Ax.

Rogério Alves e Procacci([21], [22]) obtiveram um resultado mais geral, que nos per-
mite dar uma resposta afirmativa para o questão relativa ao critério de Temmel:

Teorema 6.5 (Rogério Alves e Procacci). Seja A = {Ax : x ∈ X} uma famı́lia fi-
nita de eventos distintos determinados por um conjunto finito Ψ de variáveis aleatórias
(discretas) independentes, com P (ψ = v) > 0 ∀v ∈ Im(ψ) ∀ψ ∈ Ψ. Defina o grafo de de-
pendência G = (X,E) para (Ax)x∈X pondo, para x 6= y, xy ∈ E ⇐⇒ vbl(Ax)∩ vbl(Ay) 6=
∅.

Se (P (Ax))x∈X ∈ R(G), então o algoritmo de Moser-Tardos para com probabilidade
1. Em particular, existe uma configuração das variáveis aleatórias ψ ∈ Ψ que evita os
eventos ruins Ax.

Juntando o resultado de Rogério e Procacci com o de Temmel, obtemos o seguinte:

Teorema 6.6 (LLL de Temmel algoŕıtmico). Seja A = {Ax : x ∈ X} uma famı́lia
finita de eventos distintos determinados por um conjunto finito Ψ de variáveis aleatórias
(discretas) independentes, com P (ψ = v) > 0 ∀v ∈ Im(ψ) ∀ψ ∈ Ψ. Defina o grafo
de dependência G = (X,E) para (Ax)x∈X pondo, para x 6= y, xy ∈ E ⇐⇒ vbl(Ax) ∩
vbl(Ay) 6= ∅.

Se uma função µ : X → [0,+∞) é tal que, para todo x ∈ X,

P (Ax) < max{ µx
ΞΓ∗(x)(µ)

,
µx

(1 + µx) maxk∈Γ(x) ΞΓ∗(x)\{k}(µ)
}

então o algoritmo de Moser-Tardos termina com probabilidade 1. Em particular, existe
uma configuração das variáveis aleatórias ψ ∈ Ψ que evita os eventos ruins Ax.



Caṕıtulo 7

Conclusão

Apresentamos, neste texto, o Lema Local de Lovász, uma ferramenta do método proba-
biĺıstico usada para provar a existência de objetos matemáticos que evitam um conjunto
finito de eventos ruins. Vimos sua versão original, com o critério

P (Ax) ≤ rx
∏

z∈Γ(x)

(1− rz) ∀x ∈ X,

onde os Ax são os eventos ruins e os rx são números arbitrários no intervalo [0, 1).
Vimos que, se supusermos que os eventos ruins são determinados por um conjunto

finito de variáveis aleatórias discretas independentes, o algoritmo de Moser-Tardos en-
contra uma configuração que os evita com probabilidade 1. De fato, o algoritmo termina
em tempo esperado no máximo

∑
x∈X µx < +∞, onde µx = rx/(1 − rx) ∈ [0,+∞). O

algoritmo é muito simples: ele sorteia um valor para cada v.a. de acordo com sua dis-
tribuição; depois, enquanto existir evento ruim ocorrendo, ele sorteia novos valores para
as v.a.’s de que o evento depende. Os sorteios, naturalmente, são todos feitos de modo
independente.

Nos dois últimos caṕıtulos, estudamos o limite teórico do lema, dado pela região de
Shearer, e dois critérios que melhoram o lema, BFPS e Temmel. Também enunciamos
um resultado de Rogério Alves e Procacci que nos permitiu provar que o algoritmo de
Moser-Tardos também para com probabilidade 1 sob as hipóteses dos novos critérios.

A prova fez uso dos resultados de Rogério Alves e Procacci e do próprio resultado de
Temmel. Uma questão a se investigar é a possibilidade de se dar uma prova puramente
combinatória, como a que vimos para o LLL original no caṕıtulo 4.
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[14] C. Temmel.: Properties and applications of Bernoulli random Fields with strong
dependency graphs. PhD thesis, (2012).

[15] C. Temmel.: Shearer’s Measure and Stochastic Domination of Product Measures.
Journal of Theoretical Probability, (2012).

[16] C. Temmel.: Sufficient conditions for uniform bounds in abstract polymer systems
and explorative partition schemes. Journal of Statistical Physics. (2014).

[17] R. Rajaraman (scribed by Eric Miles): Lecture notes for CS 7880 Algorithmic Power
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