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Resumo

Rafael Vieira de Carvalho. Algoritmos para realizacio de operacdes Booleanas em
poligonos. Monografia (Bacharelado). Instituto de Matematica e Estatistica, Universi-

dade de Sao Paulo, Siao Paulo, 2022.

Realizar operagdes Booleanas em poligonos pode nédo parecer, mas é extremamente importante para
alguns algoritmos e softwares. Elaborar um algoritmo para encontrar a regifio resultante da operacdo entre
dois poligonos nio é uma tarefa trivial. Nesse trabalho de conclusdo de curso, estudamos e implementa-

mos alguns algoritmos para esse problema e fizemos alguns experimentos computacionais para compara-
los.

Palavras-chave: Poligonos. Operacdes Booleanas. Clipping. Geometria Computacional.






Abstract

Rafael Vieira de Carvalho. Title of the document: a subtitle. Capstone Project Report
(Bachelor). Institute of Mathematics and Statistics, University of Sdo Paulo, Sdo Paulo,
2022.

To perform Boolean operation on polygons is really important for some algorithms and softwares. To
elaborate an algorithm that solves this problem is not so easy. In this undergraduate thesis, we studied
and implemented some algorithms to solve this problem and we run some computational experiments to

compare them.

Keywords: Polygons. Boolean Operations. Clipping. Computational Geometry.
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Capitulo 1

Introducao

Geralmente operacdes Boolenas sdo um topico estudado por outras areas como algebra,
teoria dos conjuntos, etc. Embora nao seja um topico corriqueiro para area da geometria
computacional, tais operacdes tém muita aplicabilidade em diversas areas. Na computacdo
grafica, por exemplo, para determinar quais objetos sdo visiveis na cena, sao usadas
operacdOes de intersecdo e diferenca.

Figura 1.1: Piramide rosa cobrindo um cubo azul. Note que a area oclusa pela piramide ndo precisa
ser renderizada.

Além do uso de operacdes Booleanas na etapa de renderizacdo de objeto em cena, o uso
em softwares como CAD (Computer-aided design) e GIS (Geographic information system)
¢ extremamente importante. No CAD ¢ muito comum querermos construir pecas atraveés
de outras pecas ja existentes como mostra a Figura 1.2. Ja no GIS, é comum realizarmos
consultas para saber alguma localiza¢do no mapa. Considere o seguinte exemplo: imagine
que temos dois mapas demograficos, um de pessoas que moram em cidades e outro de
pessoas com cancer. Veja a Figura 1.3. Por meio de operagdes Booleanas, podemos visualizar,
por exemplo, onde se concentram as pessoas com cancer em determinada cidade.
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(A)

(B) (Q)

Figura 1.2: Construcdo de uma pega no software CAD através das operagoes de diferenca. Nesse caso,
a operacdo é A — B — C. Imagem retirada de https://wiki.freecadweb.org/images/1/16/ PartDesign_
Boolean_example.png.
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Figura 1.3: Consulta no software GIS. Figura retirada de https://grindgis.com/software/qgis/
raster-overlay-analysis-qgis.

E com essa motivagio que algoritmos para computar operagdes Boolenas foram sur-
gindo. No comecgo esses algoritmos suportavam apenas a operacao de intersecio (comu-
mente chamada de clipping na area de computacdo grafica) e os poligonos que eram
recebidos como entrada para tais algoritmos eram restritos. Por exemplo, s6 podiam ser
convexos, ndo podiam se auto-intersectar, ndo eram permitidos buracos nos poligonos, etc.
Hoje em dia, os algoritmos estdo mais robustos e permitem poligonos genéricos.

Segue um breve histdrico dos algoritmos conhecidos. O algoritmo de [SUTHERLAND e
HopGMAN, 1974] era restrito a poligonos convexos e realizava apenas clipping. O algoritmo
de [WEILER e ATHERTON, 1977] permitia poligonos concavos e com buracos, mas nao
permitia poligonos que se auto-intersectassem e considerava apenas a operacao de clipping.
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Os algoritmos de [VATTI, 1992], [GREINER e HORMANN, 1989] e [WEILER, 1980] foram os
primeiros a lidar com poligonos arbitrarios.

Nesse trabalho estudaremos os algoritmos de [GREINER e HORMANN, 1989], [FOSTER
et al., 2019] e [MARTINEZ et al., 2013] e compararemos as suas performances. Com esse ob-
jetivo, cada capitulo sera constituido por: explicagao do algoritmo, explicacao da estrutura
de dados utilizada e analise assintotica do algoritmo em questao.

Definicoes e preliminares

Antes de iniciar o estudo sobre os algoritmos, precisa-se definir e delimitar quais os
objetos geométricos com que trabalhar-se-a.

Curva poligonal

Uma curva poligonal P é definida por uma sequéncia (py, ps, ..., p,) de pontos no plano
chamados de vértices. A curva P consiste nos segmentos p;p;.; entre cada par de pon-
tos consecutivos da sequéncia. Esses segmentos sdo chamados de arestas [WIKIPEDIA,
2021].

A curva poligonal P é aberta se p, # p;, € fechada se p, = p, e é simples se ndo se auto-
intersecta. Assim uma curva poligonal pode ser de quatro tipos: aberta simples, fechada
simples, aberta ndo-simples e fechada nao-simples.

2 2 s j2) s j 2
P1 p7 P P1 >
Ps\P3 D3 D3 D1 D3
Ds Ds Ds Ds
P4 2 P4 j

Figura 1.4: Tipos de curvas poligonais: aberta simples, fechada simples, aberta nao-simples e fechada
ndo-simples.

Poligono simples

Pelo Teorema de Jordan toda curva poligonal fechada simples divide o plano em duas
regides. A regido limitada pela curva sera chamada de interna e a outra, que ¢ ilimitada,
sera chamada de externa. Um poligono é definido como a regido interna de uma curva
poligonal fechada simples. A curva poligonal fechada que determina P é chamada de
fronteira de P. Veja a Figura 1.5.
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Figura 1.5: A regido hachurada de azul é o poligono definido pela curva P = (py, pa, ..., p7) que é a
fronteira de P.

Operacoes Boolenas

O estudo de poligonos por vezes envolve operacdes Booleanas, como a unido e a inter-
secdo de poligonos. Posto isso, ¢ importante ressaltar que tanto a unido quanto a intersecéo
de dois poligonos distintos podem néo resultar em um poligono. Uma outra operagio de
interesse, a diferenca de poligonos, também pode néo resultar em um poligono.

A T A R T . o B oo

A AR 2% PR VA A% 2 A o)

A i

00000000000000000000000000000005000050005005050

10000000000000000000000000000000000000000040000 .
§050005000500550455055005504645045505525%506%5% UniagoP U Q

Q

Dois poli distintos P
(a) Dois poligonos distintos P e Q = =5 5 =

(c) intersecdo P N Q

(d) Dois poligono distintos P e Q (e) Diferenga P\ Q

Figura 1.6: Exemplos de operacdes Booleanas entre dois poligonos.

Nesse contexto, é natural utilizar uma definicdo mais ampla de poligono, e poligonos
que se enquadram na defini¢do anterior serdo chamados de poligonos simples.

Essa nova definicdo mais abrangente permite que o poligono seja definido por uma
curva poligonal nao necessariamente simples. Para identificar o que é o interior de uma
curva fechada nao-simples, e consequentemente o poligono determinado por ela, utiliza-se
o conceito apresentado a seguir.
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Winding number

Dada uma curva poligonal P e um ponto g pertencente a R* \ P, o winding number
(g, P) é o nimero de vezes que a curva P gira em torno de g. Mais formalmente, o winding
number é definido pela seguinte expressao:

1 n

2

w(q, P) = 0;

onde o valor absoluto de 6; é o menor angulo em torno de g formado pelos pontos p;, g, pi.1-
Se os pontos p;, q, pi.; estiverem em sentido anti-horario entéo 6; é positivo, caso contrario
0; é negativo. Refere-se a esse nimero como o angulo (sinalizado) do segmento p;p;.; em
relacdo ao ponto g.

Pin1 bi

. pi . Pin

e o

Figura 1.7: Angulo do segmento P;P;,; em relacdo a q.

Uma propriedade importante do winding number é que cada uma das regides delimita-
das pela curva P possui winding number constante. Olhe os exemplos na Figura 1.8.

Figura 1.8: Winding number de cada regido delimitada por uma curva poligonal fechada.
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Definicio mais abrangente de poligono

Dada uma curva poligonal fechada P, defini-se um poligono Q como
Q={qeR*\P: w(q,P)=2n+1, n€e Z} UP.

Ou seja, um poligono ¢é a unido de todas as regides cujo winding number é impar em
relacdo a curva P bem como a curva poligonal P. Muitas vezes, abusa-se da notacao e
refere-se a curva poligonal P como se fosse o poligono definido por P.

(a) Poligono simples (b) Poligono nao-simples

(c) Poligono nao-simples (d) Poligono nao-simples

Figura 1.9: Exemplos de poligonos.

Calculo do winding number

A primeira ideia de um algoritmo para calcular o winding number de um ponto g em
relacdo a uma curva poligonal P = (p;, ..., p,) é: percorrer os vértices de P; calcular os
angulos formados entre p;, g, p;»; com alguma funcdo trigonométrica; somar esses angulos
e dividir por 277. Embora esse algoritmo consuma tempo linear no nimero de vértices de P,
realizar calculo de fung¢des trigonométricas é computacionalmente caro. Para contornar
isso, uma outra maneira de se calcular o winding number é sugerida a seguir.
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Ray casting ou even-odd rule

Assumindo posicédo geral, para se decidir a pertinéncia de um ponto g a um poligono P,
se lanca um raio para a direita a partir do ponto g e o nimero de vezes que esse raio se
intersecta com a fronteira de P indica se o ponto pertence ou ndo pertence ao poligono P.
Desconsiderando os casos degenerados, se o niimero de interse¢des for impar, entdo o
ponto pertence ao poligono P, caso contrario nao pertence.

Figura 1.10: Ray casting das regides do poligono com as respectivas vezes que o correspondente raio
intersecta com a curva poligonal.

Em geral, o nimero de intersecdes do raio com a fronteira de P é a soma do nimero de
intersecdes do raio com as arestas de P. No entanto, ha casos degenerados onde isso nao é
verdade, e ha casos também em que o raio intersecta a fronteira em um nimero infinito de

pontos.

intersecta 3 arestas

intersecta 4 arestas

intersecta a fronteira
em infinitos pontos

Figura 1.11: Casos degenerados.

Para resolver esses casos, realizaremos as seguintes consideragdes. A primeira é con-
siderar as arestas semi-abertas, isto é, a aresta é fechada em um extremo e aberta em
outro. Para saber qual extremo sera aberto e qual sera fechado segue a seguinte definicao.
Um extremo é inferior se esta estritamente abaixo do outro extremo do segmento. Um
extremo é superior se esta estritamente acima do outro extremo do segmento. O extremo
que consideraremos fechado é o inferior, e o extremo superior sera aberto; essa é cha-
mada a chamada interpretagdo 1. Caso a aresta seja paralela ao eixo X, consideraremos
como extremo inferior o extremo com menor X-coordenada, e nenhuma intersecao é
contabilizada.
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intersecta 2 arestas

intersecta 1 aresta

intersecta (propriamente) 2 arestas

Figura 1.12: Os dois primeiros casos degenerados sdo resolvidos considerando as arestas fechadas no
extremo inferior e abertas no superior. O terceiro caso, em que o ponto estd na fronteira, ainda leva a
uma resposta errada.

A consideracao feita anteriormente ainda nao resolve todos os casos degenerados.
Quando g esta em alguns pontos da fronteira de P, a estratégia acima ainda erra. Para
resolver esse problema, faremos duas interpretagdes. A primeira é a que ja estavamos
realizando, ou seja, lancar um raio na dire¢do x = +co e considerar as arestas semi-abertas,
com o extremo inferior fechado e o superior aberto. A segunda interpretacao trata-se
de lancar um raio para x = —oo e considerar as arestas semi-abertas, porém fechadas no
extremo superior e abertas no extremo inferior; essa é a chamada interpretacdo 2. Unindo
essas duas interpretacdes, os casos degenerados sdo resolvidos exceto quando g é alguns
dos vértices do poligono.

intersecta 2 arestas

intersecta 1 aresta

intersecta 1 aresta intersecta 2 arestas

Figura 1.13: Resultado final apés as duas consideragoes.

As duas interpretacdes identificam corretamente pontos do interior do poligono. A
interpretacdo 1 acerta também nos pontos nas arestas a esquerda ou a baixo do poligono,
enquanto a interpretacdo 2 acerta nos pontos nas arestas a direita ou acima do poligono.
Observe que ha vértices do poligono que nao sdo identificados como pertencentes ao
poligono pelas duas interpretacoes. Veja a Figura 1.14.

Dessa forma podemos determinar se um ponto pertence ou nio a um poligono sem
nenhuma fun¢do computacionalmente cara. No Programa 1.2 esta o pseudocddigo para
calcular a pertinéncia do ponto g em relacdo ao poligono P, que usa a rotina auxiliar
mostrada no Programa 1.1. O parametro n é o nimero de vértices de P. Perceba que
as variaveis ¢ e d desempenham o papel das duas interpretacdes do winding number
mencionadas anteriormente.
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(a) Interpretagdo 1 (b) Interpretagao 2

Figura 1.14: Regido hachurada indica os pontos do poligono que sao identificados como do poligono
segundo a interpretacdo usada.

Programa 1.1 Calculo da interse¢do entre o raio jogado e a aresta.

1 FUNCTION Intersects(q, p, p~) = pré condigiop.Y+ p~.Y

2 > retorna a coordenada X do ponto de intersecdo entre o raio que parte de q.X e a aresta
.

3  return ((q.Y -p.Y)«(p.X - p‘.X))/(p.Y -p . V)+p X

Programa 1.2 Ray casting.

1 FUNCTION rayCasting(q, P) = retorna verdadeiro se q pertence P, falso caso contrario.
2 ¢«0
3 d<«0
4 p<—0
5 for each vertex p; € polygon P do
6 ifpiX=qgXandp.Y=qY
7 return True = q ¢é vértice de P
8  testC «—(pi.Y>q.Y) #(pi-1.Y > q.Y) =sei=1, entao p;_; equivale p,
9 testD «— (pi.Y< q.Y) #(pi-1.Y < q.Y)
10 if testC or testD
11  x < Intersects(q, pi, pi-1)
12 if testCand x > q.X = intersecta o lado positivo do raio
13 c<«c+1
14 if testD and x < q.X = intersecta o lado negativo do raio
15 d«d+1
16 if cmod 2 #d mod 2
17 return True = q estd numa aresta de P
18 ifcmod2=1
19 return True = q esta no interior de P
20  return False

A rotina Intersects consome tempo O(1). Do pseudocodigo, é facil notar que a funcéo
rayCasting consome tempo O(n), onde n é o numero de vértices do poligono.
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Poligonos estudados

Comecamos essa discussao de winding number para delimitar o escopo dos poligonos
que os algoritmos receberao como entrada assim como delimitar os poligonos resultantes,
encontrados pelos algoritmos. Posto isso, os algoritmos que serdo apresentados trataram
de poligonos simples e poligonos que se auto-intersectam.



Capitulo 2

Algoritmo de Greiner-Hormann

Como explicado anteriormente na introdugéo, os algoritmos de [VATTI, 1992], [WEILER,
1980], [GREINER e HORMANN, 1989] e [MARTINEZ et al., 2013]conseguem lidar com opera-
¢oes Booleanas em poligonos genéricos em tempo razoavel. Dentre os trés algoritmos, o
de Greiner-Hormann é o que se destaca por conta de sua simplicidade e, de acordo com o
estudo experimental dos autores, de sua performance mais rapida comparada aos outros.
O estudo comentado anteriormente compara apenas o algoritmo de Greiner-Hormann
com o de Vatti.

Para simplificar o estudo do algoritmo, comeca-se explicando o funcionamento para a
operacéo de intersec¢io (ou clipping) e depois para as demais operagdes.

2.1 Ideia geral

Sejam P e Q dois poligonos. O problema de encontrar a intersecao entre P e Q pode
ser reduzido ao problema de encontrar as arestas (ou porcoes das arestas) de P que jazem
em Q e vice-versa. Depois de localizadas tais arestas, basta conecta-las e entdo teremos o
poligono resultante de P N Q.

Para deixar claro como essas arestas serao encontradas, tome a seguinte adaptacdo da
analogia presente em [GREINER e HORMANN, 1989]. Imagine uma crian¢a com um carrinho
de areia que possui uma escotilha. Toda vez que a escotilha é aberta, o carrinho derruba
areia. Se a escotilha estiver fechada, a areia permanece intacta no carrinho. Agora, imagine
que essa crianca esta em um dos vértices do poligono P e comeca a andar sobre a fronteira
de P no sentido anti-horario. Se o vértice em que a crianga comecou esta dentro de Q, a
escotilha esta aberta, caso contrario a escotilha esta fechada. A crianca vai andando sobre
a fronteira de P e, toda vez que cruzar uma aresta de Q, a crianca fecha a escotilha se ela
estiver aberta e abre se estiver fechada. A crianca para de andar sobre P assim que chegar
ao vértice em que comecou. Dessa forma, todas as arestas ou por¢des das arestas de P que
estdo dentro de Q foram marcadas com areia.

A crianca também andara sobre a fronteira de Q e repetira o mesmo processo marcando
as arestas (ou porg¢des delas) de Q que estdo dentro de P.

11
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Apods marcar as arestas de P e de Q, juntam-se tais arestas para obter a fronteira da
intersecdo dos dois poligonos, que pode consistir de varias curvas poligonais fechadas.

Observe a seguinte figura:

(b) Poligono P com as arestas marcadas em
linhas continuas vermelhas

¢) Poligono Q com as arestas marcadas em " . .
(lir)zhas intingas vermelhas (d) Jungdo das marcagdes de (b) e (c)

Figura 2.1: Exemplo de como obter a intersecdo P N Q.

2.2 O algoritmo

Sejam P = (py, ps, ..., pn) € Q = (q1, G2, --- » @) dois poligonos dados em posicdo geral. O

algoritmo de Greiner-Hormann opera em trés fases:

Na primeira fase, procura-se todas as interse¢des entre as arestas de P e as arestas de
Q e, para cada aresta, retorna-se um valor, que sera denotado por «. Tal valor corresponde
a posicao do ponto de intersecdo relativo a aresta que esta sendo avaliada. Observe a
seguinte figura: Seja d(ab) a distancia do vértice a ao vértice b, pode-se identificar que
d(ai) = 0.5 - d(ab), ou seja, a posicio relativa de i a aresta ab é 0.5 (« = 0.5). Para a aresta

cd a posicao relativa do vértice i é 0.75 (a = 0.75).
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Q
L —6—— o
Aol

(@ a = (0,8), b = (8,8), c = (411),
d= (4,7),i=(48)

Figura 2.2: Exemplo de vértice de intersegdo

Apoés determinar todos os pontos de intersecdo e suas respectivas posicoes relati-
vas, adicionam-se esses pontos encontrados as listas de pontos de P e Q nas posicoes
apropriadas. Tais pontos serdo chamados de vértices de intersegao.

Na segunda fase, faz-se algo parecido com o que foi explicado na analogia presente na
sec¢do anterior. Ou seja, percorre-se a fronteira de cada um dos poligonos e marca-se os
vértices de intersecdo de P e Q como pontos de “entrada” ou de “saida”. Para isso, usa-se
o ray-casting no primeiro vértice do poligono que esta sendo analisado (por exemplo P)
em relacdo ao outro poligono (por exemplo Q). Por causa da hipotese simplificadora de
que P e Q estdo em posi¢do geral, sabemos que tal vértice nao esta sobre a fronteira do
outro poligono. Agora que sabemos a pertinéncia desse primeiro vértice em relagao ao
outro poligono, a salvamos em alguma variavel e percorremos os vértices restantes. Toda
vez que encontrarmos um vértice de intersecio invertemos o valor salvo na variavel e
atribuimos esse novo valor para a intersecio, isto é, se o valor da variavel correspondia
a “dentro” quando nos depararmos com um vértice de interse¢io, mudamos o valor da
variavel para “fora” e salvamos esse valor na intersecio. O mesmo se aplica se o valor
salvo na variavel for “fora”.

Na terceira fase, constroéi-se a fronteira da interse¢io entre P e Q com as informagdes
coletadas nas fases anteriores através de uma filtragem na estrutura de dados. A explicacéo
detalhada de como essa fase funciona sera mostrada na Secdo 2.4 em que estardo os
pseudocodigos de cada uma das fases e suas respectivas analises de complexidade de
tempo. Além disso, nas se¢des seguintes, explicaremos como o autor se livra da hipotese
simplificadora, de que os poligonos estdo em posigao geral, e explicaremos como realizar
as outras operagoes.

2.3 Estrutura de dados

A estrutura de dados utilizada para representar um poligono é uma lista circular
duplamente ligada com informacdes sobre cada vértice do poligono. Cada célula tem os
seguinte atributos:

« vertex - corresponde ao par ordenado (x, y) que sdo as coordenadas do vértice;
« next - apontador para a proxima célula;

« prev - apontador para a célula anterior;

13
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« nextPoly - apontador para um outro poligono;
« interset - flag que indica se o vértice é de intersecdo;
« entry_exit - flag que indica se o vértice é de entrada ou saida, caso seja de intersecéo;

» neighbor - apontador para a célula correspondente do outro poligono, caso seja de
intersecao;

« alpha - niimero que indica a localizacdo do vértice em relagao a aresta, caso seja de
intersecao.

Normalmente, para representar um poligono seriam necessarios somente os atributos
vertex, next e prev. Como a intersecdo entre dois poligonos pode resultar em varios
poligonos disjuntos, o atributo nextPoly serve para navegarmos entre esses poligonos
resultantes. Os atributos interset, entry_exit, neighbor e alpha sao utilizados internamente
pelo algoritmo.

Durante a execugao do algoritmo precisa-se determinar todos os pontos de intersecdo
entre P e Q. Apos determinar tais pontos, duas células idénticas sdo criadas. Cada uma é
inserida na estrutura de dados que representa um dos poligonos. Essas células tém a flag
interset marcada e estdo ligadas através do atributo neighbor. O atributo alpha guarda a
posicao relativa da interse¢do em relagio a aresta. A flag entry_exit armazena a informacéo
de se estamos entrando ou saindo do interior do outro poligono. Segue abaixo uma figura
exemplificando a estrutura.

pl q2
i8~tHT L
L gd P
ql - i\ y
0 ".q313 - q
i4 P

POLIGONO P

POLIGONO Q

INTERSECGAO

= N ==X

nextPoly

(o 2 2 s (e [ w ]

Figura 2.3: Estrutura de dados de dois poligonos P (linhas tracejadas) e Q (linhas pontilhadas) e a
intersecdo de P e Q (linhas continuas).
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2.4 Pseudocoddigo

2.4.1 Todas as intersecoes

Rememorando, a primeira etapa do algoritmo de Greiner-Hormann envolve encontrar
todas as intersecdes e inserir esses vértices de intersec¢do na estrutura de dados de ambos
os poligonos. No Programa 2.1 encontra-se um algoritmo de forca bruta que busca por
todas as interse¢des e insere tais intersecdes na estrutura de dados.

Programa 2.1 Calculo e insercao de todas as intersegdes.

1 FUNCTION IntersectionInsertion(P, Q)
2 for each vertex p; € polygon P do
3 for each vertex q; € polygon Q do
4 if Intersect(p;, pie1, Gj> gjs1)
5 iy «— CreateVertex1(py, pr+1, gj> ¢j+1)
6 Insertl(iy, p;)
7 iy «— CreateVertex1(qj, gj+1, Pi, Pis1)
8 Insertl(iz, gj)
9 iy.neighbor «— i,
10 ip.neighbor «— i

A rotina Intersect(a, b, ¢, d) recebe quatro pontos e verifica se a aresta ab interseta
com a aresta cd. CreateVertex 1(a, b, c, d) recebe como entrada quatro pontos e cria uma
célula com as coordenadas onde a aresta ab cruza com cd. A funcio calcula internamente
o valor « da aresta ab e atribui a célula. Inserti(i, p) insere a célula i entre p e o proximo
vértice original do poligono, de modo que as interse¢des aparecam entre esses vértices

ordenadas pelo valor a.

Seja n o numero de vértices do poligono P e m o numero de vértices do poligono Q.
As rotinas Intersect e CreateVertexl consomem tempo O(1). A rotina Insertl tem
o consumo de tempo dependente do nimero de intersecoes presente na aresta que esta
sendo analisada, ou seja, o consumo dessa funcao é O(k), onde k é o nimero de vértices de
intersecoes. Perceba que o consumo de tempo da rotina IntersectionInsertion dessa
forma sera de O(nmk). Propdem-se duas outras solucdes para melhorar a complexidade
de tempo dessa primeira fase.

A primeira solucdo é: primeiro encontrar todas as interse¢des utilizando forca bruta,
depois inserir as interse¢des encontradas na estrutura de dados. Para realizar isso deve-se
manter duas estruturas de dados: a lista ligada que ja foi mencionada anteriormente e um
vetor com apontadores para as células da lista. Esse vetor funciona para termos acesso
em O(1) as células originais da lista.

A rotina CalculateAlpha(q, b, c, d) calcula o valor « da aresta ab baseado na interse-
¢do de ab com cd. A funcio CreateVertex2(a, b, a) cria uma célula com posicio relativa
a entre os vértices a e b em tempo O(1). A rotina Insert2(i, p) insere a célula i logo apds
p em tempo O(1). Dessa forma, o consumo de tempo da rotina Intersections é O(nm) e
o da rotina Insertions é O(klog(k)). Com isso, a complexidade da primeira solu¢do em
O(nm + klog(k)).
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Programa 2.2 Calculo de todas as intersecoes.

1 FUNCTION Intersections(P, Q)
2 S «—0o

3 for each vertex p; € polygon P do

4 for each vertex q; € polygon Q do

5 if Intersect(p;, pie1, Gj> gjs1)

6 a «— CalculateAlpha(p;, pri1, g js1)
7 p <« CalculateAlpha(qj, gj+1, p1> Pre1)
8 S «—SU(a, B 1j)

9 return S

Programa 2.3 Insere as intersecoes.

1 FUNCTION Insertions(P, Q)

2 S <« Intersections(P, Q)

3 MergeSort(S, 1) = ordena pela primeira coordenada o das quadruplas

4 for each (o, f,1,j) € S do

5 Ij «— CreateVertex2(Vp[l], Vp[l + 1], @) = Vp é o vetor para o poligono P
6 Insert2(iy, Vp[l])

7 replace (e, p, 1, j) by (i1, B, 1,j) in S

8 MergeSort(S, 2) = ordena pela segunda coordenada f das quadruplas

9 for each (i1, 5,1,j) € S do

10 iy «— CreateVertex2(Vpljl, Volj + 1], f) = Vg é o vetor para o poligono Q
11 Insert2(iz, Vp[j])

12 iy.neighbor «— i

13 ij.neighbor «— i

A segunda solucdo é muito parecida com a primeira. Em vez de utilizar um algoritmo
de forca bruta para encontrar todas as intersecdes, utiliza-se o algoritmo de [BENTLEY
e OTTMANN, 1979]. A etapa da insercdo continua a mesma. Portanto, o consumo fica
O((n +m+ k)log(n + m) + klog(k)), que é melhor que o anterior quando k nédo é muito
fra?de. Mais precisamente, quando k = 0(1ogmm))' A seguinte tabela resume a analise que
oi feita:

algoritmo consumo de tempo
Greiner-Hormann O(nmk)
Primeira solucéo O(nm + klog(k))
Segunda solu¢io | O((n + k + m)log(n + m) + klog(k))

Tabela 2.1: Consumo de tempo para cada solugdo onde n é o numero de vértices do poligono P, m é
o ntimero de vértices do poligono Q e k é o numero de vértices de intersecdo entre as fronteiras de P e

Q.
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2.4.2 Carrinho de areia

Nessa segunda etapa determina-se se os vértices de intersecio indicam se a fronteira
de um dos poligonos esta entrando ou saindo do outro poligono. A fung¢éo do Programa 2.4
utiliza a rotina rayCasting, apresentada no Programa 1.2 do Capitulo 1.

Programa 2.4 Marca vértice de intersecao.

1 FUNCTION MarkIntersections(P, Q)

2 insideOutside «— rayCasting(py, Q, m) = m é o numero de vértices do poligono Q
3 for each vertex p; € polygon P do

4 if p;.intersect

5 pr-entryExit «<— not insideOutside

6 insideOutside <— not insideOutside

Executaremos essa rotina tanto para o poligono P quanto para Q. O consumo de tempo
dessa fase é, portanto 6(n + m).

2.4.3 Marcando os segmentos

Agora que sabemos quais sao os vértices de P que indicam entrada e saida de Q e
vice-versa, basta percorrer a lista de vértices de P e Q e selecionar os vértices da fronteira
do poligono resultante da operacdo desejada.

Para construir o poligono desejado, usa-se a rotina newVertex. Tal fun¢do cria uma
célula que representa o vértice do poligono que esta em construcio pelo algoritmo.

Para calcular os segmentos que fazem parte da intersecdo P N Q, primeiro precisamos
encontrar um vértice de intersecdo que ainda nio foi processado. Esse sera chamado de
“start”. Apds encontrar tal vértice, prontamente verificamos se tal vértice é de entrada ou
saida. Se for de entrada, percorremos a lista ligada do poligono corrente usando o atributo
next, caso contrario percorremos a lista usando o atributo prev. Andaremos sobre a lista até
encontrar o proximo vértice de intersecdo. Quando tal vértice for encontrado, utilizaremos
o atributo neighbor para “pular” para lista do outro poligono. Na lista do outro poligono,
repetimos o mesmo processo. A cada visita de uma nova célula, a rotina newVertex sera
invocada para criar os vértices do poligono em construcgéo. A construgio do novo poligono
cessara quando encontrarmos novamente o vértice “start”.

O processo descrito acima continuara até que todos os vértices de interse¢do sejam
processados.

Usando a analogia da Secéo 2.1, a crianga abre a escotilha quando encontra um vértice
de intersecdo nao computado (equivale a chamada rotina novoPoligono). A crianca vai
derrubando areia nas arestas enquanto nao encontrar o vértice em que comecou. A crianga
repetira esse processo até todos os vértices de intersecio serem processados. O seguinte
pseudocodigo pode ser encontrado em [GREINER e HORMANN, 1989]. O programa acima
precisa percorrer todas as arestas de P e todas as intersecdes. Portanto, a complexidade do
tempo fica sendo O(n + k).
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Programa 2.5 Marca Segmentos.

1
2
3
4
5
6
-
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

FUNCTION MarkSegments(P)
newPolygon «— @
q <P
repeat
start «— first unprocessed intersection vertex of P
oldPolygon <«— newPolygon
newPolygon «— newVertex(start)
ans <— newPolygon
p < start
repeat
p.intersect = False
if p is entry vertex
repeat
p <« p.next
ans.next «<— newVertex(p)
ans <— ans.next
until p.intersect
else
repeat
p < p.prev
ans.next «— newVertex(p)
ans «— ans.next
until p.intersect
p.intersect «<— False
newPolygon.nextPoly <«— oldPolygon
p <« p.neighbor
until p = start
q<p
until g = P
return newPolygon

2.5 Outras operacoes

Até esse momento falamos apenas como o algoritmo funciona para calcular a operacao

de intersecdo. As operacdes de unido e diferenca de poligonos ndo estavam sendo conside-
radas. No entanto, isso ndo é nenhum problema: o algoritmo pode ser facilmente adaptado
para comportar tais operacdes.

Considerando os poligonos P e Q ja aumentados com os pontos de intersecdo, sejam

P, as arestas do poligono P que estdo internas ao poligono Q e P,,, as arestas que estdo
externas a Q. Na intersecdo percorremos as arestas que entravam no outro poligono, ou
seja, o resultado era a combinacéo das arestas P;,; com Q,,;. Para realizar a unido, basta
percorrer as arestas que estio fora do outro poligono. Isto equivale a combinar as arestas
de P,,; com Q,,;. Para a diferenca, se quisermos P — Q, basta combinar as arestas de P,,;
com Q;,;. A imagem abaixo exemplifica isso:
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(@) Pint

(e)Q-P f)PUQ @®P-0

Figura 2.4: Como realizar outras operagdes Booleanas.

No algoritmo, para conseguirmos computar essas outras operacdes, basta alterar a
segunda etapa. Para obter as arestas externas pode-se, na etapa 2 (Programa 2.4), alterar
a classificacdo dos vértices para o inverso, ou seja, todo vértice de intersecdo que era de
“entrada” passa a ser de “saida” e vice-versa.

2.6 Hipotese simplificadora

Até agora ndo estavamos considerando os casos degenerados, isto é, um vértice de um
poligono nao pode estar contido em uma aresta de outro poligono. Os casos degenerados
ocorrem quando a = 0 ou & = 1 para ambos os poligonos.

O artigo de [GREINER e HORMANN, 1989] sugere que se faga uma pequena perturbacéo
nos vértices de P e Q para evitar esses casos, o que é plausivel para fins de computagio
grafica, onde a escala da perturbacdo s6 precisa ser menor que 1 pixel, a Figura 2.5 mostra
as possiveis configuracoes de perturbacdo. Em programas em que a precisdo é necessaria,
nio convém utilizar tal método, pois ele gera erros. E nessa situacio que o aprimoramento
do algoritmo descrito no préoximo capitulo se faz necessario.
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(a) Configuracdo inicial com ambas as ares-(b) Configuracdo inicial com uma das ares-
tas de P dentro de Q tas de P dentro de Q

(c) Configuragdo (a) com perturbacio dei-(d) Configuracao (a) com perturbagdao dei-
xando p; fora de Q xando py fora de Q

(e) Configuragao (a) com perturbacio dei-(f) Configuracdo (b) com perturbagdo dei-
xando py dentro de Q xando py dentro de Q

Figura 2.5: Possiveis configuragoes da pertubagao.



Capitulo 3

Algoritmo de Greiner-Hormann
com tratamento dos casos
degenerados

O algoritmo original de [GREINER e HORMANN, 1989], apresentado no Capitulo 2, ndo
faz o tratamento de casos degenerados e depende de se fazer uma perturbagao dos pontos
dados para funcionar corretamente.

Como comentado no Capitulo 2, dependendo da aplicacao, perturbar os pontos néo é
uma acio desejavel, pois a precisdo nessas aplicacdes se faz muito necessaria. Exemplos
desse tipo de aplicacdes sdo: GIS (geographic information system), design de circuitos VLSI
(very large scale integration) e simulacdes numéricas, nas quais tipicamente é necessario
realizar as operacdes Booleanas inimeras vezes.

Nos artigos de [D. H. Kim e M.-J. Kim, 2006] e [FOSTER et al.,, 2019], extensdes do
algoritmo de [GREINER e HORMANN, 1989] sdo propostas. Tais extensdes tém por objetivo
resolver o problema dos casos degenerados sem utilizar a perturbagio de pontos. Estudare-
mos o segundo artigo, pois, de acordo com os autores, o algoritmo de [D. H. Kim e M.-]. Kim,
2006] requer métodos computacionalmente mais caros nos calculos internos. Os autores
do segundo artigo propdem uma abordagem diferente para evitar essas computacdes
caras.

3.1 Alteracdes propostas

Como visto anteriormente, o algoritmo de [GREINER e HORMANN, 1989] pode ser
dividido em trés fases. Na primeira, calculamos todos os vértices de intersecdo entre as
fronteiras dos poligonos P e Q e inserimos esses novos vértices nas listas de P e Q. Na
segunda, rotulamos os vértices de interse¢do como de “entrada” ou de “saida”. Na terceira,
utilizando a rotulagéo feita na etapa anterior, conseguimos encontrar as arestas que estdo
dentro ou fora do outro poligono e desta forma selecionamos as arestas que devem aparecer
na resposta final dependendo da operacéo.
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A extensao de [FOSTER et al, 2019] altera bastante a primeira e a segunda fase. A
terceira fase é pouco alterada. Devido a essas poucas alteragdes, a estrutura de dados
continua a mesma. Apenas acrescentaremos o atributo crossing, cuja funcionalidade sera
explicada posteriormente.

3.2 O algoritmo

Antes de comecarmos a falar sobre o algoritmo em si, precisa-se falar sobre a forma
como o algoritmo interpreta as arestas do poligono. Seja P = (p;, ps, ..., pn) um poligono
com os vértices no sentido anti-horario. Para o algoritmo, as arestas de P agora serdo
semi-abertas da seguinte forma: (p;, p2] , (P2, p3] » ---» (P> p1]- Posto isso, comegaremos as
explicacOes das alteracdes feitas.

2! 2

O L J

Figura 3.1: Representacdo de uma aresta semi-aberta.

3.2.1 Primeira fase

Essa fase, em esséncia, realiza a mesma tarefa do algoritmo original. Apenas uma
classificacdo dos vértices de intersecdo é criada para podermos inseri-los da maneira
correta nas listas de P e de Q. Cada vértice de intersec¢do sera classificado como um dos
quatro tipos seguintes: intersecdo-X, interse¢do-T1, interse¢do-T2 e intersecdo-V conforme
explicado adiante. Procuramos todas as interse¢des entre as arestas semi-abertas de Pe Q e
inserimos nas listas dos poligonos dependendo da classificacdo que o vértice de intersecdo
possui. E importante considerarmos as arestas semi-abertas, pois nos casos degenerados, o
mesmo ponto de intersecdo pode ser calculado multiplas vezes, caso nao fizermos essa
consideragio.

Se duas arestas ndo sao paralelas e se intersectam, entdo existe um tunico ponto de
intersecdo que pode ser expresso da seguinte forma:

i=1-a)p.+ap,=1-Pqc+Pqa

onde (pg, py] € (g, qa] sdo as arestas semi-abertas de P e Q. Os niimeros a e 5, como
explicado no Capitulo 2, pertencem aos reais e indicam a posicao do vértice i relativa a
aresta p,py, € q.qq respectivamente.

No Capitulo 2, deixamos o calculo do valor de « implicito, mas uma maneira de fazé-lo
é utilizando a fun¢do Area(a, b, c), que calcula duas vezes a area sinalizada do tridngulo
formado pelos pontos a, b e c, e é dada pelo seguinte determinante.

ax ay 1
Area(a,b,c) = |b.x by 1.
cx cy 1
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Com ela, podemos determinar « e f da seguinte forma:

. Area(q., 94, Pa) e f- Area(pa, P, qc)
Area(q, qa, pa) — Area(qe, qa, Pb) Area(pq, pp, qc) — Area(pq, Pi, 9a)

Sabendo os valores de « e 5, podemos classificar o ponto de interse¢io i da seguinte
maneira.

Um ponto i é interse¢do-X quando O<a<1e 0<f<1. Interse¢des desse tipo corresponde
a0s casos nao degenerados. Portanto, a insercao de i neste caso ocorre exatamente como
no algoritmo original, isto é, criamos duas copias de i ligadas pelo atributo neighbor e
adicionamos essas coOpias nas listas de P e de Q.

Um ponto i é intersecdo-T1 quando ¢ =1 e 0 < § < 1. Nesse tipo de intersecdo, o
vértice p;, estd contido na aresta g.q;, mas nao coincide com os pontos q. e g,. Nesse caso,
adicionamos uma copia de p;, na lista de Q e ligamos o atributo de p, com a sua copia
através do atributo neighbor.

Um ponto i é interse¢ao-T2 quando f=1e 0< a < 1. Esse tipo de intersecdo é semelhante
a anterior, mas a perspectiva esta sobre a aresta p,p,. Dessa forma, a insercido também é
semelhante a anterior.

Um ponto i é interse¢do-V quando « = ff = 1. Nesse caso p, = g, e ndo ocorre nenhuma
insercdo; apenas ligamos pelo atributo neighbor esses vértices.

Pa qd Pa 94 Pa Pa
i b 94 94
Py
qc b q. q. b qc
(a) Interse¢ao-X (b) Intersecao-T1 (c) Intersegdo-T2 (d) Intersecdo-V

Até agora nao estavamos considerando os casos onde p,p;, € q.qq sdo paralelos. Neste
caso, se a intersecdo entre tais arestas ndo for propria, ou seja, se a intersecao for um
segmento e ndo um ponto, classificamos de certa forma o segmento. Para isso, o segmento
sera classificado, como antes, como uma interse¢do-X, interse¢do-T1, intersecao-T2 ou
interse¢ao-V. Serdo calculados valores « e ff para o segmento de intersecéo i e a classificacdo
continua a mesma. A maneira como se calculam os valores de « e f8 é, portanto alterada, e
as defini¢des de intersecio-X, intersecdo-T1, interse¢do-T2 e intersecdo-V sdo ajustadas.
Fora isso, a insercao permanece inalterada exceto para a intersecdo-X.

Se as arestas p,p,, € q.q, forem paralelas e sua intersecao for um segmento, os valores de
a e f sdo calculados para cada extremo do segmento de intersecao da seguinte forma:

a:<Qd—Pa,Pb_Pa> e _ <pb_qc,Qd_qc>
<Pb—Pa>Pb—Pa> <qd_qc’Qd_qg’>'

Note que « diz respeito a um dos extremos do segmento de intersecdo e f diz respeito ao
outro extremo.
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Posto isso, a classificacdo do segmento para esse caso fica:

« Uma interse¢do-X ocorre quando 0 < @ e f < 1. Nesse caso adicionamos uma copia
de p, na lista de Q e adicionamos uma copia de g; em P;

« Uma intersecdo-T1 ocorre quando a <Ooua >1e0< ff<1;
+ Uma interse¢do-T2 ocorre quando f<Oouf>1e0 < a < 1;

« Uma intersecdo-V ocorre quando @ = ff = 1, ou seja, py = q4-

qa Do qc Da
@ =mmmmmm= ®=—-=e0——O
qa Do Pa qc
qc Py qd Pa $mmmmmmms OommOm -
Ommmmmmm== ®-—---9o——— 0O
(a) Interse¢io-X, onde a = f§ = % 9qc Pr  Da qaq
Gmmmmmm=- N e SEEE TR °
(b) Intersecap-T1, onde os valores de a e 8
sdo, de cima para baixo: o = % ef = %
a=3€ﬁ=%ea=—2€ﬁ=%
Do qa qc Pa 9qc qd Pa
- e--—-0——— 0 Om=mmmmmnn [ o
Py
Pb 9d  Pa qe 9a qe Pa
o @ mmme)mEmEmmmm== o) [ 2 O
Py
1% dc  4qd Pa qd Pa qc
e -0 W ------------ =0

(c) Interse¢do-T2, onde os valores de a e 3 sao,
de cima para baixo: a = % ef=3a-= % € (d) Intersegdo-V, onde os valores de a e § va-
B = % ea = % ef=-2 lem 1 para os trés exemplos
Figura 3.3: As coordenadas dos pontos sdo, em ordem da esquerda para a direita, (0,0), (2,0), (3,0),
(5,0).

Dessa forma, o pseudocédigo para essa etapa corresponde ao Programa 3.1.
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Programa 3.1 Célculo e inser¢ao de todas as intersecdes.

1 FUNCTION Phasel(P, Q)

2 for each vertex p; € polygon P do

3 for each vertex q; € polygon Q do

4 if Intersect(py, pie1, j» gj+1)

5 a, f < CalculateRelative(ps, pr1, g, j+1)

6 if(0<a<landO0<f<1)or(a>0andpf<1) = intersecio-X
7 ij «— CreateVertexl(a, py, pr+1)

8 iy «— CreateVertex1(f, gj, gj+1)

9 Insertl(iy, p)

10 Insertl(iz, q;)

11 ij.neighbor «— i

12 ip.neighbor «— i

13 if(e=1and0<f<1)or((e<0ora=1)and0< f <1) = intersecio-T1
14 iy «—CreateVertex1(f, g, gj+1)

15 Insertl(iz, gj)

16 pi.neighbor «— i,

17 ip.neighbor «<— py

18 pi.intersect <— True

19 if(f=1land0<a<1)or((f<0orf=1)and0<a<1) = intersegio-T2
20 iy «— CreateVertexl(a, p1, qi+1)

21 Insertl(iy, p1)

22 gj.neighbor «— i

23 ij.neighbor < q;

24 g;.intersect < True

25 ifa=pf=1 = intersecio-V

26 pi.neighbor < g;

27 gj.neighbor < p;

28 pi.neighbor «— gj.neighbor < True

Lembre-se que o Programa 3.1 ndo é a maneira mais eficiente de se encontrar e inserir
os vértices de intersecdes (ver Secdo 2.4.1). Como a etapa de classificacdo apenas olha para
os valores de « e f para cada intersecao, a complexidade continua sendo O(nmk), onde k
€ o numero de pares de arestas que se intersectam.

3.2.2 Segunda fase

No algoritmo original, essa segunda fase é responsavel por rotular os vértices de
intersecdo como de “entrada” ou de “saida”. Como havia a perturba¢io de pontos, todos os
vértices de interse¢do eram do tipo intersecdo-X. Portanto, para todo vértice de “entrada”,
existia um de “saida”, consequentemente o numero de vértices de intersecio era sempre
par para o algoritmo original. Como nio estamos mais realizando essa perturbagéo, preci-
samos olhar cuidadosamente para os pontos proximos de um vértice de intersecio para
sabermos se ele é de “entrada” ou de “saida” em relacdo ao outro poligono. Para isso, vamos
definir alguns conceitos que ajudarao a fazer essa analise da vizinhanca de um vértice de
intersecao i.

Seja ¢ um ponto no plano. Falamos que ¢ estd a esquerda da aresta p,py

25
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se Area(p,, p», q) > 0, esta a direita se Area(p,, pp, q) < 0, e é colinear se
Area(p,, pp, q) = 0.

Agora definiremos se o ponto q esta a esquerda, a direita ou é colinear a uma curva
poligonal aberta. Seja (p,, p», p.) uma curva poligonal aberta formada por trés pontos
consecutivos de P, ou seja, b = a+ 1 e ¢ = a + 2. Considere os nimeros:

s1 = Area(pa, pp q)s S2 = Area(py, pe, q)s € S3 = Area(pa, Pp, pe)-

Se s; > 0 entdo a cadeia vira a esquerda no ponto p,, como na Figura 3.4a, e q esta a
esquerdase s; >0e s, > 0, e esta a direita se s; < O ou s, < 0.

Se s; < 0 entdo a cadeia vira a direita no ponto p,, como na Figura 3.4b, e q estd a
direita se s; <0 e s, < 0, e esta a esquerdase s; > 0ous; > 0.

Se s3 = 0, como na Figura 3.4c, entdo o sinal de s; € igual ao sinal de s, e g esta a
esquerda se s; > 0, e a direita se s; < 0.

(a) Cadeia virando a esquerda,(b) Cadeia virando a direita, em (c) Cadeia reta, em azul esta re-
em azul esta representada a re- azul esta representada a regido a presentada a regido a direita de
gido a direita de (pa pp, pc) € em direita de (pq pp, pc) e em verme-(pa pp, pc) e em vermelho a re-
vermelho a regido a esquerda  lho a regido d esquerda gido a esquerda

Figura 3.4: Exemplos de classificacao de ponto em relagdo a uma curva poligonal.

Sejam p~ e p* os vértices predecessor e sucessor do vértice de intersecdo i no poligono
P (lembre-se que estamos no sentido anti-horario). Por consequéncia da primeira fase, i
também esta na lista do poligono Q e, existem vértices g~ e g".

Se os quatro pontos adjacentes a i ndo forem vértices de intersecdo, podemos estabelecer
a seguinte classificagao:

Um vértice é crossing se ¢~ e q* estdo em diferentes lados da curva (p~, i, p*). Entdo
localmente a fronteira de P atravessa a fronteira de Q e, consequentemente, marcamos
como verdadeiro o atributo crossing do vértice i.

Um vértice é bouncing se ¢~ e q* estdo no mesmo lado da curva (p~, i, p*). Logo
localmente a fronteira de P ndo atravessa a fronteira de Q. Consequentemente, marcamos
como falso o atributo crossing do vértice i.
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q_
e

/AN
\~~
.+
q
P 2
(a) Exemplo de vértice de interse- (b) Exemplo de vértice de interse- (c) Exemplo de vértice de interse-
¢do crossing ¢do bouncing ¢do bouncing

Estavamos considerando que p*, p~, ¢* e ¢ ndo eram vértices de intersec¢do. Isso
nem sempre é verdade. Se pelo menos um desses pontos for vértice de intersecido, uma
curva poligonal I = (iy, iy, ..., i), com k > 1, de vértices de intersecdo sera formada e uma
analise mais cautelosa se faz necessaria. Nesse sentido, as seguintes classifica¢des sado
imprescindiveis:

Um vértice é left/on se p* esta ligado com ¢* (ou q¢7) e ¢~ (ou g*) esta a direita de
(p*, i, p7). Dessa forma, o comportamento local da fronteira de P é passar do lado esquerdo
de Q para se justapor a fronteira de Q no vértice i.

Um vértice é right/on se p* esta ligado com g* (ou g7) e ¢~ (ou q*) estd a esquerda de
(p*, i, p7). Dessa forma, o comportamento local da fronteira de P é passar do lado direito
de Q para se justapor a fronteira de Q no vértice i.

Um vértice é on/on se p* estaligado com q* (ou g) e p~ estaligado com g~ (ou g*). Dessa
forma, o comportamento local da fronteira de P ¢é ficar sobreposto a fronteira de Q.

Um vértice é on/left se p~ esta ligado com g~ (ou g*) e ¢* (ou q7) estd a direita de
(p*, i, p7). Dessa forma, o comportamento local da fronteira de P é deixar de se sobrepor a
fronteira de Q e passar para a esquerda da fronteira de Q no vértice i.

Um vértice é on/right se p~ esta ligado com q~ (ou q¢*) e ¢* (ou q7) esta a esquerda de
(p*, i, p”). Dessa forma, o comportamento local da fronteira de P é deixar de se sobrepor a
fronteira de Q e passar para a direita da fronteira de Q no vértice i.

Posto isso, agora podemos classificar a curva I = (i, iy, ..., ix) olhando para o compor-
tamento local dos seus pontos. O vértice i; é do tipo x/on, enquanto i, ..., ix_; sdo do tipo
on/on e i é do tipo on/y, com x, y € {left, right}. A curva I sera classificada a partir de x
e y e podera ser dos seguintes tipos:

Delayed crossing se x # y: localmente as fronteiras de P e de Q se cruzam em I. Nesse
caso, o vértice i; sera do tipo crossing e os restantes serdo bouncing.

Delayed bouncing se x = y: localmente as fronteiras de P e de Q ndo se cruzam em I,
apenas se sobrepdem. Nesse caso, todos os vértices de I serdo do tipo bouncing.
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%] D4

Figura 3.6: Dois poligonos se intersectando onde existem quatro vértices de intersecdo que sdo vértices
originais de um dos poligonos. Também existe um vértice de interse¢do que ndo é original a nenhum
dos poligonos. Em azul estdo os vértices do tipo bouncing e em vermelho os do tipo crossing.

O Programa 3.2 mostra como fazer a classificacido dos vértices de interse¢do em boun-
cing e crossing.

A rotina chain(q) é responsavel por determinar se um vértice g esta em uma curva |
olhando para a vizinhanga de g. A rotina crossing(q) determina se o vértice g é bouncing
ou crossing. A rotina localPosition(i) verifica se o vértice i é left/on, right/on, etc.
Todas essas fungdes consomem tempo ©(1). Note que, devido a classificacdo em bouncing
e em crossing dos vértices de P, ndo precisamos fazer a classificacdo para Q, pois se a
fronteira de P entra (ou sai) de Q em i (ou I) entdo a fronteira de Q entra (ou sai) de P em i
(ou I). Portanto, o consumo de tempo do Programa 3.2 é ©(n), ou seja, ndo aumentamos a
complexidade da segunda fase do algoritmo. Em suma, a segunda fase continua consumindo
tempo ©(n + m), onde n é o tamanho do poligono P e m é o tamanho de Q.
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Programa 3.2 Classificacdo em bouncing e crossing.

1 FUNCTION BouncingCrossing(P, Q)
2 p «— primeiro vértice que nio seja de interse¢io
3 po <—p
4 do
5 if p.intersect:
6 q<pr
7 I—©
8 while chain(q)
9 q.crossing <— False = todo vértice da curva sera bouncing; depois
determinaremos se o primeiro vértice da curva é crossing
10 I —IU{qg
11 if|I| <1
12 g.crossing <— q.neighbor.crossing «— crossing(q)
13 p < q.next
14 else
15 x «— localPosition(I[0]) = primeiro vértice da curva I
16 y «— localPosition(I[-1]) = ultimo vértice da curva I
17 ifx+y
18 I[0].crossing <— I[0].neighbor.crossing «<— True
19 p<—q
20 else
21 p < p.next
22 while p # py

Agora que sabemos como classificar os vértices como crossing e bouncing, so resta
descobrir se eles sdo de “entrada” ou de “saida”. Para isso basta fazer uma pequena alteracio
no Programa 2.4. Alteraremos o estado da variavel insideOutside apenas quanto ela estiver
em um vértice do tipo crossing.

Perceba que o Programa 3.2 requer que o poligono tenha pelo menos um vértice
que nao seja de intersecido. Caso um tal vértice nio exista, duas possibilidades para tal
acontecimento sdo possiveis. Na primeira, P = Q, ou seja, todos os vértices de intersecéo
sao on/on. Nesse caso, o poligono resultante é P (ou Q) e ndo se precisa executar a terceira
etapa. Na segunda, P # Q, ou seja, existe pelo menos um vértice de intersecdo que ndo é
on/on. Nesse caso, seja p; um dos vértices de intersecdo que nao é on/on. Adicionamos
temporariamente o vértice pp.,, = (p; + pi-1)/2 na lista de P e comecamos a classificacdo a
partir dele.

qs q2
p

Figura 3.7: Dois poligonos que se intersectam em todos os vértices.
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3.2.3 Terceira fase

Como dito na Secdo 3.1, essa terceira etapa do algoritmo sofre poucas alteracoes.
Duas mudancas ocorrerdo. A primeira mudanga é que nao comecaremos a construcdo do
poligono resultante por um vértice de intersecdo, comecaremos por um vértice que além
de intersecdo também é crossing. A segunda é que trocaremos de lista apenas quando
encontrarmos um outro vértice de intersecao do tipo crossing. Fora isso, ainda continuamos
andando pela lista da mesma maneira, isto é, se o vértice de intersec¢io for de entrada,
entdo percorremos a lista com o atributo next, caso contrario percorremos com o atributo
prev.

Programa 3.3 Marca Segmentos.

1 FUNCTION MarkSegments(P)
2 newPolygon «— @
3 q<—P
4 repeat
5 start <— first unprocessed crossing vertex of P
6 oldPolygon <— newPolygon
7 newPolygon <— newVertex(start)
8 ans <— newPolygon
9 p <« start
10 repeat
11 p.intersect «<— False
12 if p is entry vertex
13 repeat
14 p < p.next
15 ans.next «— newVertex(p)
16 ans <«— ans.next
17 until p.intersect or p = start
18 else
19 repeat
20 p <« p.prev
21 ans.next «— newVertex(p)
22 ans <— ans.next
23 until p.intersect or p = start
24 p.intersect <— False
25 newPolygon.nextPoly «— oldPolygon
26 p <« p.neighbor
27 until p = start
28 q<—p
29 until g = P
30 return newPolygon

E notorio que o Programa 3.3 precisa de pelo menos um vértice do tipo crossing para
conseguir encontrar o poligono resultante. O caso em que ndo ha nenhum vértice do tipo
crossing é degenerado e precisa ser tratado de maneira diferente. Quando estamos em
um caso degenerado, ha apenas duas possibilidades para P e Q. Ou P esta dentro de Q
e ambos compartilham a mesma aresta (ou o mesmo ponto) e vice-versa, ou P esta fora
de Q e ambos compartilham a mesma aresta (ou o mesmo ponto) e vice-versa. A solucdo
para resolver esse problema é: encontrar algum vértice de P que néo seja de intersecdo
e determinar a pertinéncia dele em relacdo a Q. Apds determinada a pertinéncia desse
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ponto, sabemos se o poligono esta dentro ou fora do outro e assim conseguimos calcular
quais os pontos deverdo ser selecionados para a resposta final.

Pa 2!

Pa b3

R
[Re]
S

P P2

—_
N

o R

e~

2 2!

w

Qgmmmmmm---g
Y YUY
P PRSPy

(a) Dois poligonos onde ndo existe nenhum (b) Dois poligonos onde ndo existe nenhum
vértice crossing e o poligono Q esta contido vértice crossing e o poligono apenas a aresta
em P G192 esta contida em P

Figura 3.8: Casos degenerados.

3.3 Consumo de tempo

Como esse algoritmo nédo acrescentou nenhuma computagido custosa em nenhuma
das trés etapas do algoritmo de [GREINER e HORMANN, 1989], apenas acrescentou uma
rotulacdo a mais nos vértices, a complexidade continua igual ao algoritmo original, isto
é, O(nmk), em que n é o nimero de vértices do poligono P, m é o nimero de vértices do
poligono Q e k é o nimero de vértices de intersecio.

No proximo capitulo veremos um algoritmo que utiliza uma técnica diferente para
realizar operagdes Booleanas em poligonos. O algoritmo do préximo capitulo utilizara
uma técnica chamada de linha de varredura, a qual sera detalhada posteriormente.






Capitulo 4

Algoritmo de linha de varredura

Até agora vimos dois algoritmos que resolvem o problema de opera¢des Booleanas,
mas ambos utilizam a mesma técnica para abordar o problema. O algoritmo que sera visto
nesse capitulo utiliza uma técnica diferente e é fortemente inspirado no artigo de [BENTLEY
e OTTMANN, 1979].

O algoritmo em questao esta proposto em [MARTINEZ et al, 2013] e utiliza uma técnica
amplamente conhecida na area da geometria computacional. Tal técnica é denominada de
linha de varredura e consiste em tracar uma linha imaginaria que vai percorrendo o plano
numa dire¢ao, por exemplo, da esquerda para a direita, de cima para baixo, etc. A medida que
tal linha vai percorrendo o plano, o problema restrito aos pontos (ou aresta, ou qualquer ente
geométrico) pelos quais essa linha passou ja foi resolvido. No caso de operacdes Booleanas,
a medida que a linha passa pelas arestas dos poligonos, determinamos os trechos destas
que estdo dentro ou fora do outro poligono e, consequentemente, conseguimos determinar
a fronteira do poligono resultante.

4.1 Ideia geral

Assumindo posi¢ao geral nos vértices dos poligonos, vamos percorrer com a linha de
varredura o plano da esquerda para a direita e vamos guardar em uma estrutura de dados S
as arestas que foram analisadas. A medida que a linha encontra uma aresta, determinamos
se essa aresta se intersecta com alguma aresta do outro poligono. Se existe intersecao,
dividimos a aresta. Além de dividir as arestas, determinamos se as arestas obtidas da divisdo
estdo dentro ou fora do outro poligono. Dessa forma, a medida que a linha de varredura
vai percorrendo o poligono, determinamos as arestas (ou porcdes de arestas) que estdo
dentro ou fora do outro poligono. Portanto, ao passo que a linha de varredura percorre o
plano, o poligono resultante é construido.
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(a) Aresta p3py esta sendo analisada. (b) Aresta q1qz esta sendo analisada.
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(c) Aresta q11; esta sendo analisada. (d) Aresta p1p; esta sendo analisada.

Figura 4.1: Funcionamento da linha de varredura.

Como pode ser percebido, esse algoritmo em uma etapa s6 ja determina o poligono
resultante da operacdo Booleana entre os poligonos P e Q. No artigo [MARTINEZ et al.,
2013] ha uma segunda etapa que serve para lidar com poligonos com buraco, mas nio
falaremos sobre essa etapa nesse trabalho.

4.2 Algoritmo

Como dito anteriormente, em uma etapa s6 varreremos o plano tentando encontrar os
pontos de intersecdo e determinando as arestas que serdo resultantes da operacao. Para
realizar isso, o algoritmo proposto por [MARTINEZ et al., 2013] é fortemente inspirado no
algoritmo de [BENTLEY e OTTMANN, 1979]. Esse algoritmo realiza o seguinte: com uma reta,
na vertical, ele varre o plano guardando, ordenadamente, as arestas que intersectam essa
reta em uma estrutura de dados S. O que [MARTINEZ et al., 2013] faz é, além de detectar a
intersecao, rotular as arestas. Posto isso, podemos afirmar duas coisas. O status de uma
aresta em S s6 muda quando ela intersecta uma outra aresta, isto é, se uma aresta estava
fora do outro poligono e intersecta com a fronteira do outro poligono, entdo a partir deste
ponto ela esta dentro ou vice-versa. Se duas arestas se intersectam ent?o elas sdo adjacentes
em S em algum momento da varredura do plano. A Figura 4.2 mostra um exemplo da
estrutura de dados S e de como armazenamos as arestas.
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Os vértices dos poligonos e os vértices de interse¢do serdo os nossos pontos eventos,
isto é, guardaremos em F (uma fila de prioridade) os vértices dos poligonos. Perceba que
qualquer ponto p de um poligono P esta contido em duas arestas. Dessa forma, em nossa
fila F teremos duas copias de p (uma para cada aresta). Dessa forma, os eventos estardo
ordenados na nossa fila de prioridade pela:

1. Coordenada X;
2. Coordenada Y (caso haja um empate no item anterior);
3. Se o ponto é extremo esquerdo da aresta (caso os dois itens anteriores empatem);

4. Se os pontos forem coincidentes e ainda ambos forem o extremo esquerdo, entio o
critério de desempate fica sendo o outro extremo da aresta a qual p pertence.

Posto isso, os nossos pontos eventos p conterdo as seguintes informacdes:

vertex - par ordenado (x, y) que indica as coordenadas de um vértice;

left - flag que indica se o ponto é extremo esquerdo da aresta;

otherEvent - apontador para um outro evento o qual pertence a mesma aresta de p;
« pol - inteiro que indica a qual poligono essa aresta pertence.

Ainda falta listar dois campos que nossos eventos contém. Iremos lista-16s posterior-
mente.

Antes de mostrar o pseudocddigo, vale salientar que guardaremos os pontos eventos
numa fila de prioridade F. Estamos usando uma fila de prioridade por dois motivos:
queremos que os pontos estejam ordenados da esquerda para a direita e a fila F sofre
insercdo, pois a medida que a linha varre o plano, pontos de intersecdo sdo encontrados
e eles necessitam ser inseridos em F. A fila de prioridade é a estrutura de dados ideal
para isso, porque insere em tempo O(log n), em que n é a quantidade de pontos na fila. A
seguir iremos explicar algumas rotinas utilizada pelo algoritmo para construir o poligono
resultante.

Seja e um evento que estd em processamento e a seja e, 0 outro extremo da aresta a
qual e e e, pertencem. As rotinas insert (S, e) e delete(S, e) sdo responsaveis por
inserir e remover e de S, respectivamente. A rotina possibleInter (e, v, F) recebe um
ponto e e um ponto v e verifica se €€,per € VUgrper S€ intersectam. E importante passar F
como argumento nessa rotina, pois Se €€,er € Ve SE INtersectarem, precisamos inserir
a intersecdo i duas vezes na fila F (uma para cada poligono). O método pred(e) recebe
um ponto e e retorna o ponto do extremo esquerdo pertencente a aresta predecessora de
€€omer €M S , isto é, retorna o ponto do extremo esquerdo da aresta que esta logo abaixo de
€€orher- O método succ (e) faz o mesmo que o método pred, mas, ao invés procurar pelo
predecessor, o sucessor que é procurado. A rotina setInformation(e, pred) recebe dois
pontos e e pred e determina se e, que esta na fronteira de um dos poligonos, esta dentro
ou fora do outro poligono.

O Programa 4.1 mostra o funcionamento do algoritmo.
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Programa 4.1 Intersecao entre P e Q.

1 FUNCTION Intersection(P, Q)
2 > Pré-processamento da estrutura de dados S e da fila F
3 result = []
4 while not Fempty ()
5 event «— F.get ()
6 if (event.left) = se for extremo esquerdo da aresta
7 S «—insert(S, event)
8 inside «— setInformation(event, S.pred(event))
9 possibleInter(event, S.pred(event), F)
10 possibleInter(event, S.succ(event), F)
11 if (inside) = se event esta dentro do outro poligono coloca na lista
12 result.push(event)
13 else = caso contrario o extremo é o direito da aresta
14 pred «— S.pred(event.otherEvent)
15 succ <« S.succ(event.otherEvent)
16 S «— delete(S, event.otherEvent)
17 possibleInter(pred, succ)

Agora que sabemos como o algoritmo funciona, duas perguntas surgem. Como a rotina
setInformation determina se uma aresta esta dentro ou fora do outro poligono? Qual é
a complexidade desse algoritmo? Como S deve ser armazenado? Essas perguntas serdo
respondidas na proxima se¢ao.

4.3 Estrutura de dados

Seja n o numero de vértices do poligono P e m o niimero de vértices do poligono Q,
sabemos que o loop da linha 4 do Programa 4.1 sera executado n + m vezes. Para o nosso
algoritmo performar bem, queremos que as rotinas consumam a menor quantidade de
tempo possivel. Essa tarefa esta intimamente conectada com a estrutura de dados S que
utilizamos para a linha de varredura. Queremos que S sofra insercdes, delecoes e ainda
que seja ordenada. Uma arvore de busca balanceada atende a esses trés requisitos.

Cada n6 da arvore armazenara um evento com os campos listados acima e mais dois
campos que sio estes:

« crossOther - inteiro que indica quantos eventos de poligono diferente estdo presentes
na subarvore a esquerda;

« crossSelf - inteiro que indica quantos eventos do mesmo poligono estdo presentes
na subarvore a esquerda;

« inside - flag que indica se uma aresta esta dentro ou fora do outro poligono.

Além disso, a ordem com que os nds da arvore serdo armazenados é de baixo para cima
a medida que se intersectam com a linha de varredura.
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Com esses campos listados acima, conseguimos saber se uma aresta esta dentro ou
fora do outro poligono. Na hora em que estamos determinando o predecessor e o sucessor
de uma aresta precisamos percorrer arvore. Nessa percorrida aproveita-se para contar
quantas arestas estdo abaixo do evento que esta em analise. Isso equivale lancar um raio
do extremo esquerdo da aresta e olhar quantas vezes esse raio se intersecta com outras
arestas. Esse conceito foi explicado na Secao 1. Em suma, se o numero de interse¢des for
par entdo a aresta esta fora, caso contrario esta dentro.

Figura 4.2: Estrutura de dados S quando a linha esta na posigdo do vértice ps. Lembre-se que nessa
estrutura de dados guardamos apenas os extremos esquerdos das arestas, pois os extremos direitos
indicam o fim de uma aresta e, indicam que essa aresta ndo esta mais se intersectando com a linha
de varredura. Nessa representacdo estamos apresentando 3 campos dos nossos eventos (otherEvent,
crossOther e crossSelf), nesta sequéncia de cima para baixo.

4.4 Complexidade do algoritmo

Usando uma arvore as operacdes de insercao, delecdo, busca por predecessor e su-
cessor podem ser feitas em O(log ), em que [ é niimero de nés na arvore. As rotinas
possiblelInter e setInformation consomem tempo O(1).
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Portanto, sejam n, m e k, respectivamente, o nimero de vértices do poligono P, o
numero de vértices do poligono Q e o nimero de intersegio entre os poligonos. O loop da
quarta linha do Programa 4.1 sera chamado 2(n+ m) + k vezes, e as operagdes na estrutura S
consomem tempo O(log(n + k + m)), logo o algoritmo tera consumo de O((n+ k + m) log(n +
m+ k)).

4.5 Casos degenerados

Ha dois casos degenerados para esse algoritmo. O primeiro é quando a aresta do
poligono ¢ vertical, logo ndo existe um extremo esquerdo e um extremo direito. Quando
um poligono tem uma aresta na vertical, fica definido que a aresta a esquerda é a que tem

menor y-coordenada. O segundo caso é quando duas arestas se sobrepoem. Nesse caso, o
poligono resultante depende se um poligono esta dentro ou fora do outro. Olhe a Figura

4.3
XOR P-Q
e
T i i -

Figura 4.3: Imagem retirada de [MARTINEZ et al., 2013].

Union Intersection

Quando ocorre essa sobreposi¢do, o algoritmo cria duas copias dessas arestas sobre-
postas (uma para cada poligono). Devemos escolher no maximo uma dessas duas arestas
para compor o poligono resultante. Para selecionar a aresta é necessario verificar a flag
crossSelf e a operacdo Booleana que esta sendo efetuada. No caso da intersecdo e unido,
escolheremos uma das arestas que tiver o mesmo valor na flag crossSelf. No caso da
diferenca, veremos se o valor da flag crossSelf diferir, se diferir entdo escolhemos uma das
arestas.



Capitulo 5

Conclusao

Foram feitos alguns testes para calcular o tempo médio de execugio dos algoritmos. Os
algoritmos foram feitos e executados em python e o codigo-fonte para as implementacoes
pode ser visto em https://github.com/rafarillo/TCC. A maquina que rodou tais algoritmos
tem a seguinte especificacdo:

« Processador - Intel® Core™ i7-8565U CPU @ 1.80GHz x 8
« Memoria RAM - 16GB

« Sistema Operacional - Ubuntu 20.04 LTS

Numero de vértices (P x Q) | Greiner-Hormann | Foster et al. | Linha de varredura
100 x 100 0.18 0.18 0.07
1000 x 1000 16.6 17.9 0.7
2500 x 2500 114.9 113.4 2.3

Tabela 5.1: Tempo de execucdo da operagdo de interse¢do, em segundos.

Algoritmos Complexidade
Greiner-Hormann O(nmk)
Foster et al. O(nmk)
Linha de varredura O((n + m + k)log(n + m + k))

Tabela 5.2: Complexidade de cada algoritmo onde n, m, e k sdo, respectivamente, o niimero de vértices
do poligono P, o numero de vértices do poligono Q e o niimero de vértices de intersecdo entre P e Q.

Sobre os testes, cada algoritmo foi executado 10 vezes para cada linha da Tabela 5.1. O
tempo mostrado na Tabela 5.1 é o tempo médio dessas 10 execugdes. S6 foi executado a
operacio de interse¢do, mas como as outras operagdes nao precisam de computacgio a mais,
é esperado que o tempo médio permaneca proximo. Sobre os poligonos utilizados para
testes, eles foram gerados aleatoriamente por uma biblioteca em python chamada polyge-
nerator (https://pypi.org/project/polygenerator/). Esses poligonos gerados aleatoriamente
eram todos nao convexos e sem buracos.


https://github.com/rafarillo/TCC
https://pypi.org/project/polygenerator/
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Como dito anteriormente, a etapa computacionalmente mais cara é encontrar os vértices
de intersecao entre os poligonos. Os algoritmos de [GREINER e HORMANN, 1989] e [FOSTER
et al., 2019] demoram tempo quadratico para encontrar as interse¢des enquanto que o
[MARTINEZ et al., 2013] pode demorar tempo linearitmico, se o numero de interse¢des nao
for quadratico, caso contrario pode demorar tempo quadratico também. Olhando para a
Tabela 5.1 vemos que, com o aumento do nimero de vértices, o algoritmo que continua
desempenhando bem ¢é o de linha de varredura. Posto isso, a analise tedrica do consumo
de tempo se vé presente nos resultados praticos.

Agora, olhemos sobre o ponto de vista de implementacgio e usabilidade desses trés
algoritmos. O algoritmo de Greiner é o mais simples de ser implementado entre esses trés.
No entanto, ele é lento (para instancias grandes) e realiza uma perturbagio nos vértices que
pode ser indesejada dependendo da aplicacdo. O algoritmo de Foster resolve o problema
da perturbagio, mas é um pouco mais complicado de ser implementado e ainda continua
lento para instancias grandes. O algoritmo de linha de varredura sem duvidas é o mais
complicado de implementar entre os trés, mas ele é o mais veloz e ainda nédo precisa de
perturbacao dos vértices.

Em suma, a implementacdo desses trés algoritmos estudados depende fortemente
da aplicacdo. Cada algoritmo tem sua especificidade e um tradeoff entre simplicidade e
rapidez.
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