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Resumo

O modelo grafico probabilistico ¢ uma representacao em grafo das dependéncias condi-
cionais de um vetor aleatério. Um problema de pesquisa atual é a reconstrucao, a partir
de amostras, do grafo original. Neste trabalho estudamos dois algoritmos presentes na li-
teratura. Realizamos diversas simulacoes para verificar empiricamente a consisténcia dos

estimadores. Por fim, aplicamos um dos algoritmos em problemas com dados reais.

Palavras-chave: Campo aleatorio de Markov, Estimador de maxima verossimilhanca pe-

nalizada, algoritmo de Chow-Liu.
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Abstract

The probability graphical model is a representation in graph of the conditional depen-
dences of a random vector. A current research problem is the reconstruction of the original
graph from samples. In this monograph, we study two algorithms present in the literature,
and we performed several simulations to check empirically the consistency of the estimators.

Finally, we apply one of the algorithms in problems with real data.

Keywords: Markov random Field, Maximum penalized likelihood estimator, Chow-Liu al-

gorithm.
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Capitulo 1

Introducao

O modelo grafico probabilistico é uma representacao em forma de grafo de uma distribuicao
conjunta de probabilidade. Ele pode ser descrito por um grafo direcionado, como nos modelos
de redes Bayesianas ou nao direcionado, como nos campos aleatorios de Markov (Lauritzen,
1996). Cada vértice do grafo é uma variavel aleatoéria do vetor e seus arcos ou arestas sao
definidos conforme a independéncia condicional entre eles. Suas aplicagoes se encontram em
areas como a biologia, o aprendizado de maquinas e as ciéncias sociais, onde os modelos
podem possuir um grande nimero de variaveis (Frondana, 2016; Hastie et al., 2009).

Do ponto de vista estatistico e computacional, um problema de pesquisa atual é a re-
construcao, a partir de amostras, do grafo que expressa as independéncias condicionais entre
as variaveis. Neste trabalho estudamos dois algoritmos existentes na literatura para recons-
trucao do campo aleatorio de Markov discreto; isto é, as varidveis assumem apenas valores
num conjunto finito. O primeiro é um algoritmo proposto por Frondana (2016) e é baseado
no calculo da maxima verossimilhanca penalizada em cada n6 do grafo. O outro, chamado
de algoritmo de Chow-Liu, estima um grafo de tipo arvore que mais se aproxima, em relagao
a divergéncia de Kullback-Leibler, da distribuigao original.

Apresentamos simulagoes em diversos cenarios para verificar empiricamente a consistén-
cia dos algoritmos, inclusive testamos em altas dimensoes, testando para um grafo esparso
de 500 vértices.

Por fim, realizamos duas aplicagoes envolvendo dados reais. Na primeira, analisamos
um conjunto de microarrays de pacientes com cancer de mama e de pacientes normais. O
objetivo ¢ investigar se ha diferenca entre as dependéncias entre os genes para os pacientes
saudaveis e com a doenca. Na segunda aplicacao estudamos uma série histérica de indices
de bolsas de valores de 6 paises e a intencao é verificar as dependéncias condicionais entre
as bolsas de valores.






Capitulo 2

Algoritmos

2.1 Definicoes Basicas

Seja G = (V,E) um grafo onde V & o conjunto de vértices e E o conjunto de arestas.
Dizemos que G é um grafo nao-direcionado se para cada (v,u) € E implica que (u,v) € FE.
Em um grafo direcionado, a implicacao nao existe. O grau de um vértice v de um grafo nao-
direcionado é definido como o nimero de elementos do conjunto {u € V' : (v,u) € E}. Para
um grafo direcionado o grau de entrada e o grau de saida sao definidas pela cardinalidade
de {fueV:(u,v) € E} e {ueV:(v,u) € E}, respectivamente.

Sejam G = (V| E) um grafo nao-direcionado finito e A um conjunto finito que chama-
remos de alfabeto. Um campo aleatério (em relagao ao grafo G) sobre AV é uma familia de
variaveis aleatorias indexadas pelo conjunto de vértices {X, : v € V'}, onde X, € A.

Seja {X, : v € V} um campo aleatorio, dizemos que {X,, : v € V'} é um campo aleatorio
de Markov se para cada v € V existir um conjunto ne(v) C V \ {v} tal que para todo
W CV\{vUne(v)}

P(XU - alene(v) - ane(v)) - IP)(XU - av|Xne(v) - ane(v)aXW - (lW)

onde a, € A, Gpe) € A" qy € AW e P(Xnew) = Gnew), Xw = aw) > 0. O conjunto
ne(v) é chamado vizinhan¢a Markoviana de v. Temos que se w € ne(v) entao (w,v) € E.
Para simplificar a notacdo, denotaremos P(X, = a,|Xw = aw) por p(a,|aw).
Seja xgtn) uma amostra independente de tamanho n de um campo aleatério de Markov
{X,,v € V}. 2 denotara a i-ésima observagiao do vértice v. Sejam v € Ve W C V \ {v}.
O operador N (a,,aw ), que conta o nimero de eventos {X, = a,, Xy = aw } na amostra, é

definido por

n

N(ay,aw) = Z 1{x! = a,, vl = aw}

i=1

A divergéncia de Kullback-Leibler entre duas distribuicoes de probabilidade P e () sobre
AV ¢ definida por

Q(ay)

Drr(P||Q) = - Z P(ay) 10gm

ay €AV

3
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Q(av)

Play)

onde Q(a,) = 0 implica P(ay) =0 e se P(ay) = 0 entao P(ay)log

2.2 Algoritmo baseado em maxima verossimilhanca pe-
nalizada

O algoritmo proposto por Frondana (2016) estima cada vizinhanga dos vértices através
do célculo da maxima log-verossimilhanca penalizada por um fator que depende direta-
mente do tamanho do conjunto da vizinhanca. A ideia da penalizacao é evitar o sobreajuste
(overfitting) dos dados, que surge através da estimagao de um modelo complexo pelo al-
goritmo. Um modelo complexo se ajusta bem aos dados de treinamento, mas falha em
generalizar para novos dados, especialmente em altas dimensées (Giraud., 2014). A fungao
de log-verossimilhanca penalizada é definida como

M(0) =log L(0)x) — cP(0)
onde
1. L£(8|z) é a fungdo de verossimilhanga de paramentro § dada uma amostra x

2. P(#) é uma fungio de penalidade que em geral é crescente em relagdo ao aumento da
complexidade do parametro 6

3. ¢ ¢ um ntmero real chamado de reqularizador, que determina o peso que o penalizador
terd no calculo da estimagao

A ideia, portanto, é encontrar uma vizinhanca para cada vértice balanceando os fatores de

verossimilhanca e de penalidade. Sejam {X,, : v € V'} um campo aleatério de Markov sobre

1: s ~ ..
AV e uma amostra :CE/ ") desse campo aleatorio de tamanho n. A funcao de verossimilhanga

para uma vizinhanca W de v é

L, (W2 = [[P(X, = 25| Xw = aiy)

=1

Para uma simplicacao em termos computacionais, podemos reescrever a funcao acima como

LoWiay™) =TI 11 placaw)™e.

ay €A ay €AW

A fungao de probabilidade p(a,|aw ), para todo a, € A e ay € AW, é desconhecida, portanto
a estimamos por

N(ay,,aw)
N(Clw) ’

onde N(aw) = >, o4 N(ay,aw). Assim, a verossimilhanga da distribui¢do condicional de
X, dado Xy utilizada no algoritmo é

ﬁ(av’aW) =



2.2 ALGORITMO BASEADO EM MAXIMA VEROSSIMILHANCA PENALIZADA )

Pl ey =TT 1T plocdaw)™ oo,

ay€EA aWeAW

Utilizando as propriedades do logaritmo, o log-verossimilhanca sera

log P(z{"|zyy™) = > > N(ay, aw)log plau|aw).

avGA aWGAW
Frondana (2016) propoés o uso de um regularizador ¢ > 0 e uma fung¢io de penalidade

Observe que a funcao é exponencial em relacao a cardinalidade do conjunto W.
Agora estamos prontos para definir a vizinhan¢a markoviana empirica de v. Ela é dada
por

ne(v) = arg max{log P(X{" | X (™) — c| AW log 4}
WCVA\{v}

Para reconstruir o grafo a partir das vizinhancas de cada né, podemos utilizar duas
abordagens. Na primeira definimos o conjunto de arestas conservativo

~

E-={(v,u) € V*:v emne(u) e u € ne(v)}

Com esse conjunto de arestas construimos o grafo estimado conservativo G- = (V, E7). A
outra abordagem ¢ o método nao conservativo, cujo conjunto de arestas é

Et ={(v,u) € V2:v e ne(u) ou u € né(v)}

e o seu grafo estimado nao-conservativo é definido por Gt = (V, E*)
O seguinte teorema mostra que de fato o estimador reconstroi o grafo do campo aleatorio
de Markov com probabilidade 1, para um ntimero suficientemente grande de amostra.

Teorema 1. Para qualquer v € V e reqularizador ¢ > 0, né(v) <5 ne(v) quando n — co.

Demonstracdo. E um prova longa, que faz uso da lei do logaritmo iterado e da lei forte dos
grandes numeros. Ela se encontra em Frondana (2016). []

Na proxima péagina apresentamos os pseudo-codigos dos algoritmos conservativo e nao-
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conservativo e a respectiva analise de complexidade.

Algoritmo 1: PML - nao conservativo
Entrada: amostra ¢...d de tamanho n de um campo aleatério de Markov
Saida: um conjunto de arestas E
inicio

E=1

para cada v € V faga

1
2

3

4 ‘ ne(v) = arg maxy,cy 3 1108 P(mﬂznﬂx%’")) — c| AW log 4 n}
5 fim

6 | para cada (w,u) € V? faga

7 | E=EU{(w,u) € V?:w e ne(u) ouv e ne(w)}

8 fim

9 retorna E

10 fim

Algoritmo 2: PML - conservativo
Entrada: amostra ¢...d de tamanho n de um campo aleatorio de Markov
Saida: um conjunto de arestas F
1 inicio
2 E=10
3 para cada v € V faga
4 ‘ ne(v) = arg maxy, cy () {10g Pz |2y — o AW log| 4 1}
5 fim
6
7
8

para cada (w,u) € V? faga

| E=EU{(w,u) € V?:wene(u) evene(w)}
fim

9 retorna E

10 fim

Analise de tempo: Para cada O(|V]) vértices, realizamos O(2/V171) testes de tempo
O(n). Portanto a complexidade do algoritmo & O(|V[2/VI=1n)

2.3 Algoritmo de Chow-Liu

Para um campo aleatério de Markov cujo grafo é uma arvore, existe um algoritmo eficiente
para a sua reconstrucdo. E um algoritmo de complexidade O(n|V|? + [V|?log, |V|), onde
V' & o conjunto de vértices do grafo e n é o tamanho da amostra. A ideia é aproximar a
distribuicao conjunta P por uma distribucao conjunta de segunda ordem P, de forma que
elas tenham a menor divergéncia de Kullback-Leibler possivel.

Defini¢ao 1. Seja (X, ....,X,,) um vetor aleatério com distribuicao de probabilidade P.
Dizemos que P, é uma distribuicao de segunda ordem (em relagao a P) se

n

P(X1, ... Xp) = [[ P(Xil X))

=1

onde 0 < j(i) < n, j(i) # i e que exista apenas um k € {1,...,n} tal que j(k) = 0. Por
conversao, P(X;|Xo) = P(X})

J



2.3 ALGORITMO DE CHOW-LIU 7

Definicao 2. Para duas varidveis aleatorias discretas X e Y, assumindo valores em um
alfabeto finito A, defina-se a medida de informacao mutua entre essas varidveis como

Zsz y log( ((35’1/) )

gy ey z)p(y)

Para toda aresta (X;, X;) do grafo, podemos calcular sua medida de informacao muitua
I(X;; X;) e dizer que esse valor é o peso da aresta. Notando que a representagdo em grafo de
uma distribuicao conjunta de segunda ordem é sempre arvore, a seguir temos um teorema
central para o funcionamento do algoritmo

Teorema 2. Considere um vetor aleatdrio (X1, Xo, ..., X,) com duas fungées de probabili-
dade conjunta P;, de sequnda ordem, e P. A funcao P; € uma aprorimacdo otima de P em
relacao a divergéncia de Kullback-Leibler se e somente se a drvore de P, for a drvore geradora
mdzima considerando todas as possiveis drvores formadas pelos vértices (X1, Xo, ..., Xp)-

Demonstracao. De acordo com Behsaz e Rahmati (2006),

n

Dir(P||P) = = I(Xi, X))

i=1

Portanto se queremos minimizar a divergéncia de Kullback-Leibler, teremos que encontrar
uma arvore que maximiza a soma das medidas de informacao miitua das arestas.

[]

Da mesma forma que no algoritmo de Frondana (2016) nao dispomos da probabilidade
P para o calculo da medida de informacao mutua. Considerando um campo aleatério de
Markov em A" com uma amostra de tamanho n, a estimativa de méaxima verossimilhanca

de I(X,; Xy) é

CLU,CLw N(CLU,CLU))
XU,X 1
ZEZAXE:A log NG ogn)

Calculando todas as estimativas de medida de informacao mutua de todos os pares de
vértices, aplicamos um algoritmo para encontrar a arvore geradora maxima (por exemplo,
algoritmo de Krushal) e reconstruir o grafo.

Algoritmo 3: Chow-Liu
Entrada: amostra ¢...d de tamanho n de um campo aleatério de Markov
Saida: Um conjunto de arestas E

1 inicio
2 para cada conjunto {v,w} € V? faga
~ N(ay,, G, N(ay,, Gy
3 I( Xy, Xu) = D area Daayen ( )[log N(cfv)N(al) + log n]
4 fim
E = Kruskal(f)
6 retorna F

7 fim
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Analise de tempo: Para cada O(]V|?) pares de vértices, calculamos a medida de in-
formagao mutua com tempo O(n). E depois, utilizamos o algoritmo de Kruskal de com-
plexidade O(]V|?log, |V|) para encontrar as arestas da arvore. Portanto a complexidade é
O(n|V]* +[V[*log, [V])

O leitor podera consultar Behsaz e Rahmati (2006) para verificar as demostragoes da
consisténcia e que de fato o algoritmo calcula a maxima verossimilhanca para a distribuicao
de segunda ordem P,



Capitulo 3

Simulacoes

3.1 Redes bayesianas e grafo moral

Para evitar a criacao manual do grafo para a realizacao de simulagoes, resolvemos criar um
gerador de campos aleatorios de Markov. A teoria por tras desse gerador envolve as redes
bayesianas e o seu grafo moral.

Defini¢ao 3. Seja G = (V,E) um grafo direcionado aciclico (DAG - Directed Acyclic
Graph) e X = {X, : v € V} uma familia de varidveis aleatdrias indexadas pelo conjunto de
vértices V. Dizemos que {X, : v € V'} € uma rede bayesiana com rela¢io a G se

]P(XV = Iv) = H P(Xv = $U|Xpa(v) = xpa(“))

veV
onde pa(v) € o conjunto de vértices pais de v, isto € se w € pa(v) entao (w,v) € E.

Exemplo. Considere a rede bayesiana na Figura 3.1, que tem vértices nomeados de A,
B,C,DeE:

Figura 3.1: FEzemplo de uma rede bayesiana com vértices A, B, C, D e E.
Disponivel ~— em  hittps: // cs-cheatsheet.readthedocs.io/ en/ latest/ subjects/ bayesian/ bayesian_
network.him. Acessado em 25 de setembro de 2018.

Seguindo a definicao de rede bayesiana, a distribuicao conjunta de X4, Xp, X¢, Xp, Xp
pode ser fatorada como

P(Xa, X5, Xc, Xp, Xg) = P(X2)P(XB)P(Xc|Xa, Xp)P(Xp| Xo)P(Xg|Xe, XB)


https://cs-cheatsheet.readthedocs.io/en/latest /subjects/bayesian/bayesian_network.htm
https://cs-cheatsheet.readthedocs.io/en/latest /subjects/bayesian/bayesian_network.htm
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Agora construimos o campo aleatério de Markov a partir de redes bayesianas utilizando
o conceito de grafo moral de um DAG.

Definicao 4. Seja G = (V, E) um DAG. A partir dela, formamos um grafo ndo-direcionado
Mg da segquinte forma

1. Para todo arco (v,w) € E, (v,w) serd uma aresta de M.
2. Para todo w € pa(v) e u € pa(v), w # v, haverd uma aresta (w,u) em Mg.
M serda chamado de grafo moral de G.

Teorema 3. Sejam G = (V, E) um DAG, M¢ seu grafo moral e X = {X, : v € V} uma
rede bayesiana em relag¢ao & G. Entao X = {X, : v € V'} serd um campo aleatdrio de Markov
em relacao & Mg

Demonstracao. Temos que mostrar que Mg consegue representar um subconjunto das in-
dependéncias condicionais de G. A prova detalhada se encontra em Koller et al. (2009) [

3.2 Gerador de distribuicao condicional e de amostras

A partir de um DAG gerado aleatoriamente, temos uma distribuicdo conjunta fatorada
em produtos de condicionais. Agora é necessario de alguma forma gerar a distribuicdo de
probabilidade condicional para X, dado Xy. Lembremos que a distribuicao de probabilidade
condional tem as mesmas propriedades da distribuicao de probabilidadade usual, isto é

P(X, =a|Xw =a,) >0e

Z]P’(Xv — a|Xw = aw) = 1, para qualquer ay € A"V,
acA

Uma forma simples de gerar a distribuigao condicional no computador é utilizar a dis-
tribuicao de Dirichlet. A distribuicao de Dirichlet é uma multivariada cujos parametros sao
um inteiro £ maior que 1 e um vetor de termos positivos de tamanho k. A Dirichlet devolve
um vetor de tamanho k cuja soma dos termos é 1. No nosso trabalho, utilizamos o vetor de
pesos unitario, isto é, qualquer vetor é equiprovavel.

3.3 Resultados

Para este trabalho, geramos diversos grafos, com diferentes nimeros de vértices, para testar
a convegeéncia dos algoritmos estudados. Utilizamos as medidas de erro subestimado, erro
sobrestimador e erro total que encontramos em Frondana (2016). Seja G = (V,E) um
grafo nao-direcionado e G = (V E) seu grafo estimado por algum dos algoritmo. O erro de
subestimacao é definido por

S er D (v, w) € E e (w,0) ¢ E}
D e Davew H(v,w) € E}

O erro de subestimacao pode ser entendido como o percentual de arestas que existem em G
mas acabaram nao sendo estimadas por G. Erro de sobrestimacao é dada por

esub =
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e Socw (v, w) ¢ Ee (v,w) € E}
Evev Zv<w 1{(1},71)) §§ E}

O erro de subestimagdo pode ser entendido como o percentual de arestas que foram estimados
em (G mas que nao existem em G. O erro total é definido por

S e Svcw(M{(v,w) € Ee (v,w) ¢ E} + 1{(v,w) ¢ E e (v,0) € E})

Vidvi=1)
2

esob =

et =

Em nosso repositério ', o leitor podera acessar as informacoes de cada simulacdo: os

grafos reconstruidos, a distribuicao de probabilidade utilizada, a DAG gerada para construir
a campo aleatorio de Markov e outras informacoes. O codigo-fonte dos programas e instrugao
de como compilar e executar também esta presente no repositorio.

3.3.1 Avaliacao do algoritmo de maxima verossimilhan¢a penali-
zada

Primeiramente consideramos grafos pequenos, de até 6 vértices. Como padrao utilizamos o
valor de regularizagao ¢ = 1. Nesta parte, testamos para amostras de tamanho 10 até 5000,
com intervalos de tamanho 50, fazendo 10 testes para cada tamanho de amostra e utilizando
o alfabeto A = {0,1,2}. Com esses testes fazemos a média dos erros de subestimacio,
sobrestimacao e total. Primeiro exibimos o grafo e logo abaixo sua respectiva simulacao.

Figura 3.2: Um grafo de 6 vértices. A avaliacio dos erros desta simula¢do encontra-se na Figura
3.3

thttps://gitlab.com /rodrigorsdc/tcc
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Figura 3.3: Erros de subestimacio, sobrestimagao e total do grafo da Figura 3.2 com tamanho de
amostra de 10 até 5000, com intervalos de tamanho 50, e fazendo 10 testes para cada tamanho de

amostra, com valor de reqularizacao ¢ = 1.

Figura 3.4: Um grafo de 6 vértices. A avaliacdo dos erros desta simulag¢do encontra-se na Figura

3.5.
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Figura 3.6: Um grafo de 6 vértices. A avaliacdo erros desta simulacdo encontra-se na Figura 3.7.
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Figura 3.7: Erros de subestimacio, sobrestimagao e total do grafo da Figura 3.6 com tamanho de
amostra de 10 até 5000, com intervalos de tamanho 50, e fazendo 10 testes para cada tamanho de

amostra, com valor de reqularizacdo ¢ = 1.

Nas simulacoes notamos a superioridade do método nao-conservativo como ji percebido
no trabalho de Frondana (2016). Vamos agora apresentar 4 simulagoes de grafos com 10
vértices. Da mesma forma das simulacoes de 6 vértices, usamos o regularizador ¢ = 1, com
alfabeto A = {0, 1,2}, amostras de tamanho indo de 10 até 3500, com acréscimos de tamanho
50 e fazendo 10 simulacoes para cada tamanho de amostra e calculando a média de erros.
Para viabilizar as simulagoes em termos de tempo, tivemos que limitar o grau maximo para

6.

Figura 3.8: Um grafo de 10 vértices. A avaliagio dos erros desta simula¢do encontra-se na Figura

3.9.
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o Erro de subestimacéao o Erro de sobrestimacao o Erro total
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Figura 3.9: Erros de subestimacao, sobrestimagio e total do grafo da Figura 3.8 com tamanho de
amostra de 10 até 3500, com intervalos de tamanho 50, e fazendo 10 testes para cada tamanho de
amostra, com valor de requlizagdo ¢ =1

Figura 3.10: Um grafo de 10 vértices. A avaliacdo dos erros desta simulagdo encontra-se na Figura

S.11.
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Figura 3.11: Erros de subestimagio, sobrestimacao e total do grafo da Figura 3.10 com tamanho
de amostra de 10 até 5000, com intervalos de tamanho 50, e fazendo 10 testes para cada tamanho
de amostra, com valor de requliza¢do ¢ =1

Figura 3.12: Um grafo de 10 vértices. A avaliacdo dos erros desta simulacdo encontra-se na Figura

3.15.
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o Erro de subestimacéao o Erro de sobrestimacao o Erro total

1 1 1
1 m— N30-conservativo = N30-conservativo = N30-conservativo
1 = = Conservativo = = conservativo = = conservativo

0.8 0.8 0.8
o 06 o 06 0.6
o k]
S )
© ©
£ E -
B s ]
] 8 3
2 S bl
3 ° °
: : .
@
° o
e o4 o 04 0.4
1] =
w w

0.2 0.2

0.0 \ 0.0

[ 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Tamanho da amostra Tamanho da amostra

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Tamanho da amostra

Figura 3.13: Erros de subestimagdo, sobrestimacgao e total do grafo da Figura 3.12 com tamanho
de amostra de 10 até 5000, com intervalos de tamanho 50, e fazendo 10 testes para cada tamanho

de amostra, com valor de requlizacdo c =1

Na Figura 3.15 temos uma simulagao de um campo aleatério de Markov com 25 vértices
(Figura 3.14), com grau maximo 2, utilizando regularizador ¢ = 1, com amostras de tamanho

10 até 5000 e alfabeto A = {0,1,2}.

® @ ?

Figura 3.14: Um grafo de 25 vértices. A avaliacdo dos erros desta simulacdo encontra-se na

Figura 3.15.
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Figura 3.15: Erros de subestimacado, sobrestimacao e total do grafo da Figura 3.14.

Diferentemente das simulacoes com grafos de 6 e 10 vértices, o grafo de 25 vértices nao
consegue reconstruir corretamente o grafo com amostra de tamanho 5000.

Vamos agora testar em altas dimensées. A Figura 3.16 mostra uma simulagao de um
grafo de 500 vértices com grau maximo 1, utilizando regularizador ¢ = 1, com amostras de
tamanho 5 até 500 com invervalos de tamanho 5 e com alfabeto A = {0,1}. A Figura 3.17
repete a simulacao anterior, com a diferenca que o regularizador adotado foi de ¢ = 0.01,
esperando obter um resultado melhor visto que o grafo é extremamente esparso.
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Figura 3.16: Erros de subestimacgao, sobrestimagdo e total, com amostras de tamanho até 500, de

um grafo de 500 vértices com grau mdzimo 1, usando requlizador ¢ = 1.
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Figura 3.17: Erros de subestimacao, sobrestimagdo e total, com amostras de tamanho até 500, de
um grafo de 500 vértices, com grau mdzimo 1, usando regularizador ¢ = 0.01

Nao obtivemos bons resultados com amostras de tamanho até 500, porém com o regu-
larizador ¢ = 0.01, o erro teve um ligeira queda. Agora vamos simular para tamanho de
amostra de 10000. A Figura 3.18 mostra esse teste, que foi feito com regularizador ¢ = 1.
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Figura 3.18: FErros de subestimagdo, sobrestimacdo e total, com amostras de tamanho até 10000,
de um grafo de 500 vértices, com grau mdzimo 1, usando reqularizador ¢ = 1.

3.3.2 Avaliacao do algoritmo de Chow-Liu

O algoritmo de Chow-Liu apenas devolve uma arvore, por isso tivemos que desenvolver
um mecanismo para gerar DAG cujo grafo moral seja uma arvore, ou seja, que tenha n — 1
arestas, onde n é o ntmero de vértices, e seja aciclico. Para gerar os campos aleatorios de
Markov de tipo arvore, utilizamos o seguinte procedimento:

1. Tomamos um grafo direcionado completo G = (V, E), ou seja, para todos vértices
v,w €V e v #w, temos que (v,w) € E.

2. A partir do grafo GG, geramos uma arborecéncia, isto é, existe apenas um vértice que
tem grau de entrada 0 e nenhum vértice desse grafo possui grau de entrada maior do

que 1.

3. Com o grafo moral dessa arborecéncia, temos o campo aleatério que precisamos.

As simulagoes, com arvores de 10, 25 e 100 vértices, foram feitas com amostras de tama-
nho de 10 até 5000, com intervalos de tamanho 50 e utlizando alfabeto A = {0, 1, 2}.
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Figura 3.19: Uma drvore de 10 vértice. A avaliagio dos erros desta simulacdo encontra-se na
Figura 3.20.
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Figura 3.20: Erros de subestimagao, sobrestimacao, e total para diferentes tamanhos de amostra
da drvore da Figura 3.19.
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Figura 3.21: Uma drvore de 10 vértices. A avaliacio dos erros desta simulagdo encontra-se na
Figura 3.22.
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Figura 3.22: Erros de subestimagido, sobrestimagao e total de diferentes tamanhos de amostra da
arvore da Figura. 3.21
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Figura 3.23: Uma drvore de 25 vértices. A avaliacdo dos erros desta simulacdo encontra-se na
Figura 3.24.
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Figura 3.24: Erros de subestimagao, sobrestimagao e total de diferentes tamanhos de amostra da
darvore da Figura 3.25.
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Figura 3.25: Uma drvore de 25 vértices. A avaliacio dos erros desta simulagdo encontra-se na
Figura 3.26.
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Figura 3.26: Erros de subestimacao, sobrestimacao e total de diferentes tamanhos de amostra da
arvore da Figura 3.25.

Na Figura 3.27, temos a simulagao de uma arvore de 100 vértices. Por uma questao
de espaco, nao podemos colocar a imagem desse grafo aqui no texto, mas o leitor podera
consulta-lo no repositorio do trabalho.
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Figura 3.27: Erross de subestimagdo, sobrestimacgao e total de diferentes tamanhos de amostras
de uma drvore de 100 vértices.

As simulacoes revelaram que a quantidade de vértices nao alteram de modo significativo
a velocidade de convergéncia; todas as simulacoes apresentam comportamento semelhante.

Em nossos testes, tamanho de amostra 1000 ja reconstroi a arvore com taxa de erro menor
do que 0.15.






Capitulo 4

Aplicacoes

4.1 Validacao cruzada

O estimador do algoritmo de méxima verossimilhanca penalizada converge quase-certamente
para o grafo correto quando o tamanho de amostras tende ao infinito, para qualquer valor
de regularizador ¢ > 0, porém em aplicacoes do mundo real nao dispomos dessa quantidade
infinita de observagoes. Em duas simulagoes desse algoritmo foi constatado que ha diferenca
quando se utilizam valores de regularizador diferentes. Um bom método para encontrar um
regularizador se chama validacao cruzada.

A validacao cruzada é um procedimento para estimar o erro de generalizacio de um
modelo treinado e consiste em dividir a amostra em um conjunto de treinamento e um
conjunto de valida¢do. O método avalia qual(is) o(s) parametro(s) do modelo, que no nosso
caso é o regularizador ¢, consegue(m) o melhor resultado (Hastie et al., 2009).

O tipo de validacao cruzada que utilizaremos nesse trabalho serd o k-fold. Nessa aborga-
gem, a amostra é dividida em &k subconjuntos disjuntos de tamanhos parecidos. O processo
é divido em k etapas: na i-ésima etapa, é usado o i-ésimo subconjunto para a validacao e os
k — 1 subconjuntos restantes para o treinamento; ao fim das k etapas, temos k medidas de
estimacao e fazemos a média para obter o valor da validacao cruzada. Seja ¢ o parametro
do modelo, a formula da validagao cruzada é

onde F;(c) é a medida de erro calculado no subconjunto 7, utilizando o modelo treinado com
os k — 1 subconjuntos restantes.

Em abordagens classicas como em regressao linear a medida usual é o erro quadratico
médio. Para o algoritmo de maxima verossimilhanca penalizada utilizamos o log da ve-
rossimilhanca condicional; assim a medida de validagao cruzada da i-ésima etapa para o
regulizador c é

log P(c); = Z Z Z Ni(a, Trz0)) log(ap + (1 — a)p(al@yew)))

VEV gy ) EATR() aEA

onde a vizinhanca ne(v) e a probabilidade condicional p(a|zsmz()) sao calculadas usando os
k — 1 subconjuntos para treinar o modelo, a contagem N;(a, Tmz(v)) é obtida do subconjunto

27
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i para validar o modelo e o e p positivos bem proximos de 0. ap + (a — a)p(a|Tze()) é
uma mistura para evitar que a validacao cruzada adquira o valor —oo. Assim a medida de
validacao cruzada para o parametro c fica

k
1
CV(c) = e Zlog]P’(c)i.
i=1

4.2 1Indice de bolsa de valores

O trabalho de Frondana (2016) apresenta uma aplicagao que utiliza dados de indices de
bolsas de valores de Brasil, Espanha, Alemanha, Japao e Australia. O objetivo é estimar
um grafo que expressa as dependéncias entre as bolsas de valores. Neste trabalho, escolhe-
mos alguns pafses diferentes: Brasil, EUA, Reino Unido, Franca, India e Japao com indices
Bovespa, NASDAQ, FTSE 100, CAC 40, Nifty 50 e Nikkei 250, respectivamente. Coleta-
mos dados de 05 de janeiro de 2001 até 22 de outubro de 2018 de um site de investimento
financeiro '. A Figura 4.1 mostra a serie temporal dos dados de 3822 dias.

Os valores de indices pertencem ao conjunto dos reais, portanto de alguma forma temos
que discretiza-los. Na nossa aplicacao, criamos um novo conjunto de dados que assume valores
no alfabeto A = {0,1} onde o indice d recebe valor 1 se o valor do pregdo de fechamento
do dia d + 1 for maior do que o valor de fechamento do dia d, e 0 caso contrario. Com essa
transformacao, temos dados de 3821 dias e nao 3822.

indices de bolsas de valores

—— Brasil - Bovespa
Reino Unido - FTSE 100
800004 — india - Nifty 50
—— Franga - CAC 40
—— Japao - Nikkei 225
—— EUA - Nasdaq

60000 -

Pontos

40000 A

20000 A

Dia

Figura 4.1: Indices de bolsa de valores da Bovespa, NASDAQ, FTSE 100, CAC 40, Nifty 50 e
Nikkei 250 de 05 de janeiro de de 2001 até 22 de outubro de 2018.

Thttps://br.investing.com /indices /world-indices
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O algoritmo de maxima verossimilhanca penalizada supde que a amostra seja indepe-
dente, que nesse caso seria supor que os indices das bolsas sejam independentes de um dia
para o outro. Mas isso pode nao ser verdade. Para diminuir a correlagao entre os elementos
da amostra, selecionamos os dados com intervalos de 5 dias, diminuindo o namero de dias
utilizados para 764.

Atraves da validagao cruzada 10-fold, o valor 6timo obtido foi de —252.1 com regulari-
zador no intervalo [0.36,0.43], como mostra a Figura 4.2.

indices de bolsas de valores, melhor regularizador
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—300 1

—3201

Valor de validagao cruzada
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—360 1

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
Regularizador

Figura 4.2: Valores de validacao cruzada com fold k = 10. O maior valor € atingido no intervalo
[0.36,0.43]

Aplicando o algoritmo de méaxima verossimilhanca penalizada utilizando regularizador
¢ = 0.36, reconstruimos o campo aleatério de Markov, mostrado na Figura 4.3. As vizi-
nhancas Markovianas de cada n6 foram aqueles que estao mais proxima do ponto de vista
geografico.
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Figura 4.3: Mapa representando o grafo de dependéncias entre os paises.

4.3 Microarrays de pacientes com cancer

Uma outra aplicagao interessante é usar os dados de microarrays para averiguar se as
dependéncias condicionais entre os genes mudam de um paciente saudavel e um paciente com
cancer de mama. O conjunto disponibilizado? mostra dados de 529 pacientes com cancer de
mama e 61 pacientes sem a doenga com a expressao génica de 17.814 genes.

O calculo de 17.814 vértices em nosso algoritmo de maxima verossimilhanga penalizada
é totalmente inviabilizado. Um procedimento que adotamos foi selecionar aqueles genes com
maior variabilidade. Para discretizar os valores de expressao génica, selecionamos os genes
de cada paciente, normalizamos os valores para a Normal(0, 1) e atribuimos para o alfabeto
A ={0,1,2} da seguinte forma: se o valor normalizado for até —0.415 consideramos que é
uma expressao fraca e é valorado com 0, se estiver entre —0.415 até 0.415 consideramos de
expressao média e fica com valor 1 e por fim se for maior que 0.415 é considerado um gene
bastante expressivo e portanto adquire valor 1.

Para essa aplicacao, escolhemos trabalhar com os 8 genes de maior variancia no con-
junto de dados: EFH, RGS1, CD163, FCGR3A, FABP1, MUCL1, MAGEC2 ¢ CTCFL. E
limitamos o grau maximo para 3.

As Figuras 4.4 e 4.5 mostram a validagao cruzada para os dados de paciente saudaveis e
de pacientes com cancer. Estimando os grafos de pacientes normais e doentes com ¢ = 1.87
e ¢ = 0.91, respectivamente, obtemos os grafos das figuras 4.6 e 4.7.

https://data.mendeley.com/ datasets/v3cc2p38hb/1
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Figura 4.4: Valores da validagao cruzada de 10-fold. Maior valor atinge no intervalo [1.87,1.9]
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Figura 4.5: Valores da validagao cruzada 10-fold. O maior valor atinge no invervalo [0.91,1.12]
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@ RGS1
FABP1

Figura 4.6: Grafo estimado dos dados de pacientes sauddveis.

FCGR3A
~

MAGEC?2

Figura 4.7: Grafo estimado dos dados de pacientes com cincer de mama.

4.3

Ha uma notavel diferenca entre os grafos estimados. Uma ponderacao que devemos ter
sobre a aplicacao é que ha uma substancial diferenca do tamanho da amostra entre os
pacientes normais e com cancer (69 contra 529), o que deve ter levado ao grafo de pacientes

normais a um alto erro de subestimagao.



Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho estudamos dois algoritmos para reconstrucao de um campo aleatério de
Markov, apresentadas no Capitulo 2. O algoritmo de Chow-Liu estima uma distribuicao de
segunda ordem que possui a menor divergéncia de Kullback-Leibler em relagao a distribuigao
correta. O estimador proposto por Frondana (2016), pode reconstruir qualquer tipo de grafo.

Em nossas simulacoes no Capitulo 3, notamos a rapida convergéncia do algoritmo de
Chow-Liu para arvores de 10, 25 e 100 vértices, com praticamente a mesma velocidade de
reconstrucao correta. Na caso do algoritmo de maxima verossimilhanca penalizada, obtemos
bons resultados para grafos de 10 vértices. Em situacdes de alta dimensao, o tamanho de
amostra de 5000 nao foi suficiente para obtenc¢ao do grafo estimado com erro zero. Porém, em
uma simulacao com um grafo de 500 vértices esparso, obtivemos um erro de subestimacgao
de apenas 0.13 para um tamanho de amostra de 10.000.

Com relagao as aplicacoes apresentadas no Capitulo 4, propusemos uma anéalise em dados
de microarrays de cancer de mama e de indices de bolsas de valores. Os testes mostraram
uma diferenca significativa entre os grafos de dependéncias entre os pacientes normais e os
pacientes com cancer. Com relacao aos dados de bolsa de valores, o grafo estimado de paises
mostrou uma forte dependéncia em relacao a aproximacao geografica.
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