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ALGORITMOS QUASE LINEARES PARA FLUXOS EM GRAFOS
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REsuMoO. Este é o projeto de Victor Sanches Portella para a matéria de Trabalho de Formatura
Supervisionado, a ser desenvolvido sob a supervisao de Marcel Kenji de Carli Silva, no Instituto
de Matematica e Estatistica da USP, durante o ano de 2016. O principal objetivo do projeto é o
estudo de algoritmos rapidos (quase lineares) para fluxos em grafos baseados em esparsificacao,
redes elétricas e outras técnicas espectrais. O estudo envolverd monografias e artigos recentes
(dos ultimos 5 anos) e permitira ao aluno se familiarizar com algumas técnicas algoritmicas
modernas e de amplo potencial de aplicacao, aproximando-se da fronteira de pesquisa nessa
area.

1. MOTIVACAO

O problema do fluxo mdzimo em grafos ¢ um dos mais antigos e mais bem estudados em
otimizagdo combinatéria. Sua primeira mencao foi feita por Harris e Ross como um modelo
simplificado do fluxo do sistema ferroviario soviético. Desde entdo, foram encontradas intiimeras
aplicagoes, sendo que varios outros problemas usam fluxo maximo como sub-rotina.

Diversos algoritmos eficientes foram desenvolvidos para esse problema durante as primeiras
décadas de seu estudo. Estes sdo baseados essencialmente em abordagens combinatoérias, en-
volvendo caminhos aumentadores, fluxos bloqueadores, pré-fluxos e o método conhecido como
push-relabel. Essa linha de pesquisa culminou recentemente com o algoritmo O(mn) de Orlin,
resolvendo assim um problema em aberto hé mais de 30 anos; aqui, como usual, m denota o
ntmero de arestas e n o ntmero de vértices da instancia do problema.

Historicamente, um algoritmo é considerado eficiente se consome tempo polinomial no ta-
manho da entrada, como proposto inicialmente por Edmonds e Cobham em 1965. Essa nocao
de eficiéncia se mostrou uma, excelente escolha, uma vez que, em grande parte, os problemas
que conseguimos resolver eficientemente na pratica coincidem com aqueles para os quais conhe-
cemos algoritmos polinomiais. Polinomialidade se firmou também como “a nocdo correta” de
tratabilidade em outras areas, como por exemplo em complexidade computacional. Entretanto,
com a recente explosdao na quantidade de dados disponiveis (fendmeno algumas vezes chamado
de Big Data), aplicagbes recentes tém envolvido a resolucao de instancias enormes de diversos
problemas, para as quais algoritmos que consomem tempo quadratico ji se tornam invidveis de
serem executados, tanto por limitagoes de tempo como também de espaco. Por causa disso, ha
um grande interesse atualmente em algoritmos que consomem tempo quase linearl, mesmo ao
custo de obter uma solugbes apenas aproximadamente 6timas?.

Um algoritmo quase linear revolucionario é o resolvedor de sistemas lineares de Spielman e
Teng [25]; esse algoritmo resolve de forma aproximada sistemas lineares da forma Az = b, onde

A & uma matriz simétrica e diagonalmente dominante (isto é, A > 3., [4ij| para todo 1), em

tempo O(mlog /<), onde m é o niumero de entradas nio nulas de A e € > 0 ¢ a tolerancia de erro.
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N30 parece haver ainda um consenso sobre a defini¢cao de algoritmo quase linear, mas uma das mais populares
é a de que o algoritmo deve consumir tempo O(n), onde n é o tamanho da entrada; a notagao “soft Oh”, definida
como O(f(n)) = U2, O(f(n)log" n), esconde fatores polinomiais de logn. Outra nogdo é mais vaga e parece
referir-se mais a superacao das “barreiras naturais”, como Q(mn) no caso do fluxo maximo; vide [4, 17].
Normalmente, dado uma tolerancia ¢ > 0 de erro, o consumo de tempo do algoritmo provavelmente envolvera
0 termo !/c ou, mais desejavelmente, log!l/s. Por exemplo, o consumo de tempo poderia ser, “idealmente”,

O(nlog1/e).



Essa contribuicao seminal de Spielman e Teng explora propriedades combinatérias de um sis-
tema linear usando ferramentas como laplacianos de grafos, redes elétricas, pré-condicionadores
recursivos, esparsificadores espectrais e arvores geradoras de low strefch. Assim, ferramentas
combinatoérias e da teoria da computacao foram usadas de forma decisiva para melhorar um
algoritmo para um problema de 4lgebra linear computacional.

Por sua vez, esses resolvedores quase lineares (o algoritmo de Spielman e Teng foi posterior-
mente melhorado e simplificado em [5, 14, 15]) e as ideias relacionadas tém sido usados como
uma “primitiva” em algoritmos quase lineares para diversos problemas combinatérios, como pro-
posto por Teng [27], no que ele chamou de “paradigma laplaciano”. Dentre os problemas ja
atacados com sucesso usando esse novo paradigma, destacam-se particionamento espectral [21],
esparsificacao [23|, amostragem de arvores geradoras aleatorias, multi-fluxos (multicommodity
flows) [12, 13], cortes [!] e, de particular interesse para este projeto, fluxos em grafos |1, 12, 10,

)

Neste projeto, é esperado que o aluno se familiarize com diversas das técnicas e métodos
utilizados por esses algoritmos, que se encaixam no paradigma laplaciano. Isso lhe beneficiara
de diversas formas: além de ficar a par com alguns algoritmos no estado-da-arte para fluxo
maximo, ele obterd uma compreensao aprofundada desses métodos, que tém um alto potencial
de aplicacdo em diversos problemas, tanto em combinatoéria, quanto em areas como aprendizado
de méquina e processamento de imagens. Pretende-se também que a monografia seja escrita em
inglés, provendo ao aluno uma 6tima oportunidade de aprender boas praticas de confeccao de
textos académicos.

2. OBJETIVOS E JUSTIFICATIVA

Um dos objetivos deste projeto é que o aluno tenha contato com métodos recentes e poderosos
de ciéncia da computacdo teédrica, de modo a obter proficiéncia no uso de ferramentas e técnicas
que possam ajuda-lo a atacar algoritmicamente diversos problemas. Como destacado na se¢ao 1,
o campo de aplicabilidade de tais ideias é vasto.

Existe interesse especial nas técnicas envolvidas no resolvedor quase linear de Spielman e
Teng e suas aplicacoes para problemas combinatérios. Devido a grande abrangéncia do tema, o
projeto sera focado em aplicacoes dessas técnicas para o problema do fluxo maximo. Foram assim
selecionados alguns textos dessa crescente literatura, escolhendo artigos de modo a maximizar a
exposicao do aluno a métodos gerais (em oposigao, por exemplo, a técnicas ad hoc que fornecam
um melhor tempo de execucao).

Pode-se citar alguns temas que serao estudados durante esse projeto, como: resolucao de
sistemas lineares simétricos e diagonalmente dominantes; propriedades espectrais do laplaciano
e sua relacao com redes elétricas, passeios aleatérios e esparsificadores de grafos; particionamento
de grafos; método de atualizagdo multiplicativa de pesos; métodos de pontos interiores. Uma
descricao completa dos topicos que pretende-se cobrir pode ser encontrada na segao 3.

Ademais, a monografia serd escrita em inglés para que o aluno ganhe familiaridade com a
escrita académica nessa lingua.

3. TOPICOS ESPECIFICOS DE PESQUISA

A seguir esta listada a bibliografia que sera seguida dentro deste projeto.

3.1. Lr = b. Laplacian Solvers and Their Algorithmic Applications (Vishnoi) [25].
Esta é uma resenha sobre algoritmos quase lineares para sistemas lineares de equacoes da forma

Lz = b, onde L é a matriz laplaciana de um grafo. A monografia é bastante abrangente e é
dividida em trés partes, todas as quais pretendemos cobrir:

(1) Pré-requisitos: esta parte inclui uma revisao de algebra linear e uma introducéao a teoria
espectral de grafos, com énfase em propriedades do laplaciano. Outro assunto central é
a interpretacao de um grafo como uma rede elétrica e o estudo de objetos relacionados,
como por exemplo o conceito central de resisténcia efetiva.



(2) Aplicacoes: sao listadas aplicagdes tanto de propriedades espectrais como também dos
algoritmos quase lineares para sistemas laplacianos. Inclui-se aqui algoritmos para par-
ticionamento espectral de grafos, algoritmos envolvendo o exponencial de um laplaciano
e passeios aleatorios, esparsificacao de grafos, fluxo maximo e cortes. Alguns capitulos
desta parte omitem diversos detalhes importantes (inclusive sobre o algoritmo para fluxo
méaximo) e devem ser vistos como uma introdugao geral ao respectivo assunto.

(3) Ferramentas: esta segao trata de algoritmos iterativos da algebra linear numérica e teoria
da aproximacao, como por exemplo o algoritmo de Kaczmarz, os métodos da descida e
de gradiente conjugado, pré-condicionamento e o algoritmo de Lanczos.

Bibliografia complementar. Essa monografia faz uso de conceitos fundamentais de &lgebra
linear que algumas vezes nao sdo cobertos em cursos, como por exemplo a pseudoinversa de
Moore-Penrose. Também faz-se um uso intenso de decomposicao espectral de matrizes simétricas
e outras propriedades de autovalores. Incluem-se assim as seguintes referéncias para consulta de
acordo com a necessidade do aluno: [9, 10, 11, 26].

3.2. Electrical Flows, Laplacian Systems, and Faster Approximation of Maximum
Flow in Undirected Graphs (Christiano, Kelner, Madry, Spielman e Teng) [/]. Este
é um artigo muito recente que descreve um algoritmo O(mnl/ge_n/?’) para o problema do fluxo
méximo em grafos nao dirigidos, superando assim o algoritmo de Goldberg e Rao [8] de 1998,
cujo consumo de tempo é O(mnl/ 2¢=1). O algoritmo envolve os conceitos de redes elétricas
e congestao e utiliza o versatil “método de atualizacao multiplicativa de pesos” (multiplicative
weights update method). O artigo também faz uso do método de “suavizagao de grafos” (graph
smoothing) e de esparsificacao.

Bibliografia complementar. Para uma compreensao profunda dos métodos envolvidos, é ne-
cessario cobrir também partes de [1| para o método de atualizagao multiplicativa de pesos e [3]
para o método de suavizagdo de grafos. Além disso, pretende-se estudar os capitulos relevantes
de [19], que contém alguns detalhes a mais por se tratar de uma tese.

Vale ressaltar que o algoritmo apresentado em [4] ndo é o mais rapido conhecido; o consumo de
tempo foi posteriormente melhorado em [12, 22]|. Estes ultimos algoritmos, entretanto, utilizam
técnicas muito especializadas para problemas de fluxo, limitando assim o potencial de aplica-
bilidade em outros problemas. Acredita-se que serd mais ttil ao aluno estudar técnicas mais
amplas, como as utilizadas no artigo escolhido [1], mesmo que nao fornecam o melhor consumo
de tempo conhecido.

3.3. Nawvigating Central Path with Electrical Flows: from Flows to Matchings, and
Back (Madry) [20]. Este artigo combina técnicas classicas de otimizagao combinatoria e em-
prega ideias de métodos de pontos interiores para obter um algoritmo O(mlo/ ") para o problema
do fluxo maximo num grafo dirigido com capacidades unitarias. Para aplicar o paradigma la-
placiano num problema sobre grafos dirigidos, Madry inicialmente o reduz ao problema do
b-emparelhamento capacitado num grafo bipartido. Este dltimo problema é mais suscetivel ao
uso de algoritmos quase lineares, por envolver grafos nao orientados, e por sua vez é atacado
utilizando-se de uma interpretagdo de métodos de pontos interiores e outras ferramentas do
paradigma laplaciano.

Como acima, este algoritmo nao é o mais rapido para o problema do fluxo maximo num grafo
dirigido, tendo sido superado recentemente por [16]. Entretanto, o artigo [16] é técnico demais
para ser estudado e seria mais apropriado para um projeto longo e inteiramente dedicado a isso.
Acredita-se que o estudo de [20] serd uma introducao adequada aos objetivos deste projeto.

Bibliografia complementar. O material de apoio para leitura deste artigo consiste em trechos
selecionados de [0] e [21].



4. CRONOGRAMA E PLANO DE TRABALHO

(1) Primeiro quadrimestre de 2016: Inicialmente, o aluno devera consolidar seu conheci-
mento béasico sobre propriedades espectrais de grafos e suas conexdes com separadores
esparsos, redes elétricas, passeios aleatérios, pré-condicionadores e algoritmos quase li-
neares para resolucao de sistemas lineares simétricos e diagonalmente dominantes. Esse
estudo ser4 feito atraveés da monografia [28] e dos capitulos sobre ferramentas da tese [19].

Como material de apoio para tal leitura, listamos [9, 10, 26] para &lgebra linear e
[7, 18, 29] para a conexao entre propriedades espectrais do laplaciano de um grafo com
redes elétricas e passeios aleatorios. Tais fontes serdao consultadas apenas de acordo com
a necessidade.

(2) Segundo quadrimestre de 2016: Tendo as bases consolidadas, o aluno ird estudar o ar-
tigo [1], consultando mais detalhes no capitulo correspondente da tese [19]. O artigo [1] é
longo e bastante técnico, e necessitard muita dedicacao para que o algoritmo apresentado
seja completamente compreendido.

O material de apoio para o estudo deste artigo consiste das técnicas de “suavizagao
de grafos” (graph smoothing) [2] e do “método de atualizacdo multiplicativa de pesos”
(multiplicative weights update method) [1].

(3) Terceiro quadrimestre de 2016: Nesse estégio, o aluno ja terd se familiarizado com
as ferramentas basicas da 4rea e ja terd visto seu uso em pelo menos um algoritmo.
Ele passard entdo ao estudo do artigo [20], que trata de fluxos em grafos dirigidos.
Este também é um artigo muito longo e técnico, portanto o plano de cobri-lo em um
quadrimestre é bem ambicioso. Porém, ele tem pontos naturais de parada, de modo que
um estudo potencialmente incompleto ainda seria muito proveitoso.

A escrita da monografia serd feita durante todo o ano em paralelo aos estudos dos textos
e assuntos citados. Espera-se que, ao final de cada quadrimestre, a escrita sobre os assuntos
estudados nesse mesmo periodo esteja proxima de completa.

4.1. Progresso atual. O projeto vem sendo desenvolvido desde o comeco do ano e o aluno esté
dentro do cronograma proposto. Como esperado, o estudo de [28] esta4 quase completo e o aluno
j& escreveu sobre alguns dos temas estudados. O aluno obteve bolsa de iniciacdo cientifica da
FAPESP para o desenvolvimento desse projeto durante o ano de 2016.
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